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INTRODUCCIÓ 

Un sistema de N partícules té 6N graus de llibertat, corresponents a la posició 
i a l'impuls de cada partícula. Des del punt de vista de la mecànica, és a dir, de la 
teoria microscòpica, el sistema és descrit per aquestes 6N variables i llurs equacions 
d'evolució respectives. Una informació d'aquesta mena no té, però, cap utilitat en 
sistemes macroscòpics, ja que el nombre N de partícules, enorme en aquests casos, 
en la pràctica fa impossible determinar totes les 6N variables i resoldre el sistema 
de 6N equacions d'evolució. Cal doncs reduir la informació a moltes menys varia
bles, i això s'aconsegueix mitjançant la mecànica estadística. En la teoria habitual, 
després d'aquest procés de reducció només resten les variables conservades, com la 
velocitat baricèntrica, l'energia interna i la densitat, en un sistema fluid simple. 
Des de fa temps, hi ha un gran interès a obtenir descripcions de sistemes termodinà
mics més detallades que no pas la macroscòpica habitual i no tan exhaustives com 
la descripció mecànica microscòpica. Denominarem teories mesoscòpiques aquest 
tipus de descripcions intermèdies. 

Les teories mesoscòpiques poden ésser obtingudes de dues maneres. Hom 
pot partir d'una base microscòpica i, mitjançant mètodes estadístics, arribar a una 
descripció que suposi més variables que no pas les variables termodinàmiques 
habituals. O bé, d'altra banda, hom pot partir de postulats macroscòpics i estendre 
de forma fenomenològica la teoria macroscòpica clàssica. D'aquests dos mètodes, el 
primer és evidentment el més ric i fonamental, i pot proporcionar valors numèrics 
per als coeficients de la teoria mesoscòpica, a partir de l'hamiltonià del sistema. En 
canvi, el segon mètode té l'avantatge d'una simplicitat i una economia lògica molt 
més grans. 

En la actualitat, però, el desenvolupament estadístic vers una teoria de segon 
ordre ha arribat a seriosos problemes fonamentals, tant pels mètodes de la teoria 
cinètica com pels de les funcions de correlació. Efectivament, en calcular els coefi
cients dels termes de segon ordre, aquests resulten infinits. Un gran nombre d'autors 
es d~diquen des de fa deu anys a aquest problema, sense que hom en conegui per 
ara una solució totalment satisfactòria. Aquest punt dóna un interès especial a les 
vies macroscòpiques vers una descripció de segon ordre. Sembla clar que cal establir 
una fenomenologia de segon ordre que es pugui contrastar amb els experiments i 
que ens informi amb detall sobre aquests coeficients. Perquè aquests assaigs fenome
nològics no resultin dispersos i incoherents, és necessària una estructura teòrica 
lògica que interrelacioni fms on sigui possible els diversos coeficients, tal com la 
termodinàmica clàssica ho ha fet amb la fenomenologia de primer ordre. 

Així com hi ha hagut una literatura molt abundosa sobre teories estadístiques 
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de segon ordre, en canvi la via macroscòpica ha estat molt menys elaborada. El 
nostre propòsit és de presentar un model fenomenològic de descripció mesoscòpica, 
que pren com a variables d'un fluid simple no tan sols les clàssiques sinó també els 
fluxos dissipatius (calor, pressió viscosa escalar, tensor de pressions viscoses). 
Aquesta teoria va més enllà de la hipòtesi clàssica d'equilibri local i es basa en el 
postulat d'una entropia fenomenològica que és localment màxima en equilibri i tal 
que la seva producció en un procés qualsevol és, localment, definida positiva. 

Així formulem una nova teoria termodinàmica de processos irreversibles que és 
diferent tant de la termodinàmica clàssica de processos irreversibles, com de la ter
modinàmica racional, com de les teories termodinàmiques sense entropia. Tal com 
les esmentades teories, que destaquen, cadascuna d'elles, en l'estudi d'una determi
nada col·lecció de fenòmens, la nostra també té un àmbit d'aplicació preferent i 
que la distingeix de les altres teories, que no poden arribar en aquests punts als 
nostres resultats. En canvi, com que partim d'una base més general, nosaltres 
recuperem com a cas límit la teoria clàssica de processos irreversibles i alguns dels 
resultats de la termodinàmica racional. 

L'estructura d'aquest treball, basat en una sèrie d'articles ja publicats o en curs 
de publicació, és la següent. Al primer capítol hom repassa els fonaments de la teo
ria clàssica de processos irreversibles per a un fluid simple, que és el sistema que 
estudiem. En el segon capítol presentem la nostra teoria i obtenim, a partir de la 
hipòtesi que la producció d'entropia generalitzada ha d'ésser positiva, les equacions 
d'evolució dels fluxos dissipatius. Aquestes equacions, junt amb les de balanç de 
massa, moment lineal i energia, ens permeten determinar l'evolució del sistema. 
Als capítols 3, 4 i S estudiem algunes de les aplicacions de la teoria, que ens permet 
identificar i donar un sentit físic concret als paràmetres introduïts en la formulació 
general. Quan hom l'aplica a conductors rígids, la teoria pot descriure la propagació 
de pulsacions de calor i d'ones tèrmiques o segon so; quan considera la propaga
ció d'ones acústiques en gasos monoatòmics, la nova teoria s'ajusta molt millor que 
no pas la teoria clàssica als experiments de freqüència moderadament elevada; quan 
s'estudien els efectes no lineals en fluids, hom obté l'equació constitutiva dels fluids 
de segon ordre. Cadascun d'aquests exemples té una sèrie d'aplicacions pràctiques, 
tal com comentem a cada capítol. En el capítol 6 comprovem, partint de la hipòtesi 
de Boltzmann, que la nostra entropia ens dóna la probabilitat de les fluctuacions 
dels fluxos dissipatius, i obtenim d'aquesta forma el teorema de fluctuació-dissipa
ció i les expressions d'un soroll estocàstic no markovià per a les equacions hidrodi
nàmiques. Els dos punts tocats en aquest capítol també han estat l'objecte de molts 

, estudis teòrics recents, molt diferents del nostre. Finalment, en el capítol 7 hem 
comparat la nostra teoria macroscòpica amb un dels desenvolupaments de la teoria 
cinètica que li és més afí en filosofia general i en la tria de variables. Em refereixo al 
model de tretze moments, tant per a gasos moderadament diluïts (model de Grad) 
com per gasos densos (model d'Eu). Com a conseqüència d'aquesta comparació 
comprovem que les expressions microscòpiques per a l'entropia i el flux d'entropia 
corroboren,en línies 9'nerals les nostres hipòtesis de partida i que les equacions 
d'evolució dels fluxos dissipatius són formalment similars a les nostres. 

Finalment, vull fer constar el meu agraïment per converses, crítiques, suggerí-
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ments i comentaris als meus companys del Departament de Termologia de la Uni
versitat Autònoma de Barcelona, especialment al Prof. J. Casas-Vízquez, al Dr. J.M. 
Rubí, al Dr. C. Pérez-Garcia, al Dr. J. E. Uebot i al Dr. D. Pavón. Al Prof. G. 
Lebon, de la Universitat de Lieja, pel seu acolliment en aquella Universitat, on foren 
iniciats aquests treballs, l'any 1977, i per nombrosos suggeriments. Als Proís. A. 
Morro i F. Bampi de la Universitat de Gènova i T. Nonnenmacher de la Universitat 
d'Ulm, per llur invitació en aquestes Universitats, on vaig poder exposar la teoria en 
una sèrie de conferències. Finalment, als Proís. L. S. Garcia Colin, de la Universitat 
Autònoma Metropolitana de Mèxic, I. Müller, de la Universitat Tècnica de Berlín, i 
B.C. Eu, de la Universitat de Montreal, per llur correspondència i comentaris refe
rents a alguns dels temes estudiats en aquest treball. 





I 

TEORIA CLÀSSICA DE LA TERMODINÀMICA 
DE PROCESSOS IRREVERSIBLES 

l.l. INTRODUCCIÓ 

La hidrodinàmica és una combinació de mecànica i termodinàmica. Per a des
criure un sistema hidrodinàmic hom el suposa dividit en petits elements-macroscò
picament petits, en comparació amb les dimensions del sistema total, i microscòpi
cament grans, de forma que continguin un gran nombre de partícules i tingui sentit 
parlar de propietats estadístiques. Des d'un punt de vista mecànic, la descripció 
d'un qualsevol d'aquests punts serà completa si en coneixem la posició i la velocitat 
inicials i les forces que actuen sobre ell al llarg del període de temps que ens inte
ressa. Com que aquests elements de fluid, en lloc d'ésser punts matemàtics, tenen 
una certa extensió, cal considerar també altres propietats mecàniques, com per 
exemple les de rotació. D'altra banda, els elements de fluid són petits sistemes 
termodinàmics. La descripció completa d'un sistema termodinàmic en equilibri es 
resumeix en l'equació termodinàmica fonamental com, per exemple, l'entropia 
en funció de l'energia interna, del volum i del nombre de mols de les diferents 
substàncies components del sistema. En síntesi, doncs, un fluid simple i unicompo
nent estarà totalment descrit si coneixem, en un moment determinat, la posició i la 
velocitat de cada element i dues variables termodinàmiques independents, a més de 
la seva equació termodinàmica fonamental en funció d'aquestes variables. Cal obser
var que en la descripció clàssica l'equació fonamental -és a dir, el conjunt de rela
cions termodinàmiques del sistema en equilibri- és vàlida per a cada petit element 
del sistema fluid, encara que globalment aquest estigui fora d'equilibri. 

Com acabem de veure, en la descripció clàssica l'estat del fluid és determinat 
per cinc variables donades a cada punt del sistema: les tres components de la velo
citat v, i dues variables termodinàmiques, com l'energia interna per unitat de massa, 
u, i el volum específic v, o inversa de la densitat de massa, p. Perquè aquesta des
cripció sigui completa, hem de poder determinar l'evolució del sistema, és a dir, 
hem de conèixer les equacions que descriuen la variació d'aquestes cinc variables en 
funció d'elles mateixes, de llurs gradients de diversos ordres i de les interaccions 
exteriors. 

1.2. EQUACIONS DE BALANÇ DE MASSA, MOMENT l ENERGIA 

L'evolució d'aquestes variables bàsiques pot ésser obtinguda a partir de les 
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equacions de balanç de massa, moment i energia. Aquestes equacions es poden 
deduir des de diferents punts de vista i, com que són ben conegudes, no en donarem 
ací la deducció, sinó directament llurs formes respectives, que són les següents ( 1-4 ]: 

balanç cie musa 

pv= v- v {l.l) 

balanç de moment 

pv=-'v· P+pF {1.2) 

balanç d'ener&ia interna 

pÜ =-V· q - P:V + pr (1.3) 

En aquestes expressions, P és el tensor de pressions, q el flux de calor, V la part 
simètrica del gradient de velocitat, F la força sobre la unitat de massa del fluid 
deguda a camps exteriors, i r el subministrament exterior d'energia per unitat de 
massa. Els dos punts entre tensors indiquen llur doble contracció. En les hipòtesis 
de fluid simple, el tensor de pressions P és simètric, és a dir, suposem que el fluid 
no té cap microstructura i que el moment angular dels elements de fluid es conser
va. El tensor P pot ésser descompost en una part escalar hidrostàtica, donada per la 
pressió d'equilibri p, i en una part viscosa o de no equilibri, pv, de la forma 

P=pU+pv {1.4) 

on U és el tensor unitat. El tensor de pressió viscosa pv també pot ésser descompost 
en una part escalar - la pressió viscosa escalar .P v, definida com un terç de la traça 
de pv - i el tensor corresponent de traça nul·la pv, és a dir 

{l.S) 

Anàlogament, el tensor V, les components del qual són, en coordenades cartesianes, 

pot ésser descompost de forma anàloga a {l.S) com 

V={l/3){ V• v)U + V 

(1.6) 

{1.7) 

ja que V • v, la divergència de la velocitat, és la traça de V, i Vés el corresponent 
tensor de traça nul·la. 

Suposarem que F i r, que indiquen la interacció a distància amb el món exte
rior, són coneguts a cada instant i, en particular, com que tractem d'un fluid simple, 
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considerarem que r = O. La descripció del sistema encara no és completa, ja que, en 
les equacions (1.1)-(1.3) que en descriuen l'evolució, hi apareixen les magnituds q i 
P, que cal determinar. Com que suposem que és possible descriure completament 
el sistema en funció de v, u i v, cal expressar q i Pen funció d'aquestes variables i de 
llurs gradients, a través d'equacions constitutives. Per determinar aquestes equacions 
seguirem el procediment de la teoria clàssica de processos irreversibles [2-4]. 

1.3. EQUACIÓ DE BALANÇ D'ENTROPIA 

La hipòtesi d'equilibri local (2-4) estableix la validesa per a cada petit element 
del fluid de l'equació de Gibbs clàssica, que expressa l'equació termodinàmica 
fonamental s= s(u,v) en la següent forma diferencial: 

ds=r-1 du +r-1pdv. (1.8) 

Ací, s és l'entropia específica, T la temperatura absoluta i pla pressió termodinà
mica, que vénen donades per les equacions d'estat corresponents 

r-1(u,v) =(as/au)v, 

¡-I p(U,V) = (as/av)u . 

A partir de l'equació (1.8), la derivada temporal de l'entropia és 

s = r-1 ü + r-1 pv . 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

Com que ü i v estan donades per ( 1.3) i ( 1.1 ), respectivament, ( 1.11) es pot escriure 
de la forma 

(1.12) 

que, si hom té en compte les descomposicions (I .5) i (I. 7), i aJgunes identitats ma
temàtiques senzilles, es pot escriure de la forma 

(1.13) 

Aquesta equació es pot comparar amb la forma habitual d'una equació de balanç 

ps + V• J5 =a, (1.14) 

on J5 és el flux d'entropia i a la producció d'entropia. D'aquesta comparació hom 
dedueix que 

(1.15) 
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{1.16) 

La identificació {1.15), a més d'ésser suggerida per l'estructura formal d' {1.13) i 
{1.14), està d'acord amb la relació clàssica ds = dq/T, que relaciona la variació 
d'entropia del sistema amb l'intercanvi d'una quantitat de calor dq amb el món 
exterior. 

La segona llei de la termodinàmica estableix que l'entropia total d'un sistema 
aïllat només pot augmentar, és a dir, que la producció d'entropia és positiva. Encara 
que aquesta llei es refereix al sistema global, suposarem que també es compleix 
localment (per a una discussió d'aquesta hipòtesi de localitat vegeu, per exemple, les 
referències [S] i [6]). Suposarem també que el caràcter definit positiu de l'entropia 
per a qualsevol procés poSSl"ble és una restricció sobre les possibles equacions consti
tutives del sistema [7]. Aquesta hipòtesi també ha estat discutida per alguns autors 
(8] que proposen d'interpretar el caràcter definit positiu de a com un criteri d'esta
bilitat dels processos, més que com un criteri d'admissibilitat. En el nostre cas, 
considerarem que efectivament és localment definida positiva, i aquesta serà tota 
la informació de què disposem referent a les equacions constitutives que volem 
trobar. Orientant-nos en les restriccions de la segona llei, caldrà trobar les equacions 
constitutives més generals possibles. 

1.4. EQUACIONS CONSTITUTIVES 

Hom pot observar que ( 1.16) té estructura de forma biline¡tl, és a dir, és consti
tuïda per una suma de ¡roductes d~ fluxos dissipatius {q, pv, PV) per forces termo
dinàmiques ( 'i/ T-1 , r 'i/ •v, T-1 V). Com que volem obtenir els fluxos dissipatius 
en funció de les variables u, v, v i de llurs derivades, suposarem ·que 

pV=pV(------), 

pv =PV ( ) . 
(1.17) 

Aquestes relacions poden simplificar-se si suposem que el sistema no està gaire lluny 
de l'equilibri i ens restringim per tant a equacions de primer ordre. En aquest cas, 
queda 

pv = -11vT-1 'i/ ·v' 

pv=-11r1v' 

{1.18) 

{1.19) 

{1.20) 

on k, flv i 11 poden dependre en principi d'u i v (o de T i p). Si hom introdueix 
aquestes relacions en ( 1.16), la segona llei imposa 
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{1.21) 

Com que (Vr1 ) 2 ' ( V•v)2 i V:V són positius, independents i arbitraris, (1.21) 
imposa les següents restriccions sobre els coeficients fenomenològics: 

k:>O, flv:>O, {1.22) 

Aquesta és tota la inf onnació que la termodinàmica pot donar sobre aquests 
coeficients. Les equacions (1.18}{1.20) poden ésser identificades amb les lleis 
fenomenològiques clàssiques de Fourier per a la conducció de calor i de Newton
Navier-Stokes per a la viscositat, que són, respectivament, 

q=-AVT, 

pv =-f V •v, 

;v =-2µ.v. 

(1.23) 

(1.24) 

{1.25) 

Comparant (1.l 8}(1.20) amb (1.23)-(1.25) veiem que els coeficients fenomenolò
gics k, flv i 11 es relacionen amb la conductivitat tèrmica A, amb la viscositat de 
volum t i amb la viscositat tangencial µ., respectivament, a través de les igualtats 
següents: k = ~T2 , Tlv = tT i 77 = 2µ.T. Per tant, les relacions {1.22) impliquen el 
caràcter positiu de A, t i µ., d'acord amb l'experiència quotidiana del fet que la 
calor va dels punts calents als freds i que la viscositat s'oposa al moviment. 

Les relacions fenomenològiques {l.18}{1.20), les equacions d'estat (1.9) i 
{1.10) i les equacions de balanç {l.1}{1.3) constitueixen un sistema de setze equa
cions per a les següents setze variables ïtidependents: u, v, T, p, pv, les tres compo
nents de v, les tres de q i les cinc de pv, i per tant determinen completament el 
sistema quan hom coneix F a cada instant i quan hom té condicions inicials i als 
límits. 

l.S. LIMITACIONS DE LA TEORIA CLÀSSICA 

La teoria que hem exposat és certament operativa i ha estat molt fructífera 
en el desenvolupament d'una sèrie de problemes (2-4). Tal com l'hem enunciada, 
ens proporciona un esquema coherent. Malgrat això, presenta certes limitacions que 
justifiquen una anàlisi més aprofundida del problema. Entre aquestes limitacions 
esmentarem les següents: 

l) La hipòtesi d'equilibri local no té cap prova rigorosa i és, de fet, una simple con
veniència simplificadora, o una primera aproximació en un desenvolupament més 
complet. En conseqüència, podem preguntar-nos per una teoria que parteixi d'una 
base diferent. 
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2) Les equacions constitutives d'aquesta teoria, limitades per la hipòtesi d'equili
bri local a estats propers a l'equilibri, són lleis lineals en els gradients de velocitat i 
temperatura. Tanmateix, per a certs fluids i en determinades circumstàncies, 
aquestes lleis lineals no es compleixen. Cal, per tant, un esquema que consideri 
efectes no lineals. 
3) Quan les equacions constitutives clàssiques s'introdueixen en les equacions de 
balanç, en resulten equacions dif eren~ials parabòliques, que impliquen una velocitat 
de propagació infinita per a les pertorbacions tèrmiques i viscoses. Per bé que, 
en principi, això no estigui en desacord amb els fonaments de la teoria clàssica (no 
relativista), seria tanmateix més satisfactori disposar d'equacions que portessin a 
una velocitat fmita per a aquestes pertorbacions. 
4) Les generalitzacions a segon ordre de les lleis fenomenològiques clàssiques s'han 
estudiat en general a partir de teories microscòpiques, com per exemple la teoria 
cinètica dels gasos. Aquestes teories han conegut un gran desenvolupament però cal, 
en molts casos, desenvolupar una teoria fenomenològica més senzilla que les expres
sions microscòpiques, complexes i difícils. L'aproximació més simple i directa a 
aquesta fenomenologia necessària és, evidentment, la que segueix una via macroscò
pica basada en la termodinàmica. 

11 
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EXTENSIÓ DE LA TERMODINÀMICA DE PROCESSOS 
IRREVERSIBLES 

D.l. INTRODUCCIÓ 

En vista de les limitacions de la teoria clàssica que hem esmentat a la fi del 
capítol anterior, establirem en aquest capítol un esquema tFòric que no està basat 
en la hipòtesi clàssica d'equilibri local. Començarem per qüestionar la descripció 
clàssica de l'estat d'un fluid. En el capítol precedent, l'estat es deteminava per la 
velocitat Y(x), l'energia interna específica 1•(_;) i el volum específic Y(x). En les equa
cions d'evolució d'aquestes var;"~.: ~s, (L, ; 1 .3), hi apareixen, com hem vist_¡_ unes 
noves variables, el flux de calor q 1 les pressions viscoses escalar pv i tensorial pv_ En 
la teoria clàssica, aquestes noves variables s'expressen en funció dels gradients de 
v, u i v (o Tip). Ací, en canvi, considerarem el-: fluxos dissipatius q, pv i 'f,v com a 
noves variables independents, i el nostre propòsit serà detenninar llurs equacions 
d'evolució [9, 10]. Físicament, aquest punt de vista queda justificat quan consil., 
rem que en un petit element de Ouid hi ha N partícules ( on N és un nombre molt 
gran) i, per tant, 6N variables independents. La infonnació més detallada possible 
seria la descripció a partir d'aquestes 6N variables. Com que això no és factible, 
convé reduir el nombre de variables. En la teoria clàssica, la reducció és màxima i 
només subsisteixen les variables v, u i v, relacionades amb magnituds conservades. 
En l'esquema que fonnulem ací, les variables són v, u, v, pv, q i 'f,v_ El nombre de 
variables independents passa doncs de cinc a catorze i la descripció resulta més 
detallada que la clàssica i alhora molt menys complexa que la descripció micros
còpica. 

D.l. EQUACIÓ DE GIBBS GENERALITZADA 

Per obtenir les equacions d'evolució dels fluxos dissipatius procedirem en una 
línia similar a la de la teoria clàssica, és a dir, intentarem trobar les lleis més generals 
possibles compatibles amb les restriccions del segon principi de la termodinàmica. 
Ens cal, per tant, analitzar més a fons l'entropia fora de l'equilibri. 

Hi ha, respecte a aquesta qüestió, tres línies principals. La teoria clàssica, vista 
en el capítol anterior, postula que existeix una entropia fora d'equilibri, si més no 
en estats no gaire allunyats de l'equilibri, i que és donada localment per la mateixa 
expressió que l'entropia clàssica de la termostàtica [2-4]. Una altra línia, denomina-
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da tennodinàmica racional, de Coleman, Truesdell i Noll principalment [7], postula 
l'existència de l'entropia en situacions tan allunyades com es vulgui de l'equilibri; 
aquesta entropia no és, en principi, una versió local de l'entropia clàssica, sinó que 
pot dependre de magnituds de no equilibri, com els gradients de les variables clàs
siques, per exemple. Finalment, altres autors com Meixner [ 11 J i Day [ 12) afirmen 
que no és possible parlar d'entropia fora de l'equilibri, si més no de forma unívoca. 
Entre aquests tres punts de vista, el nostre és més pròxim al segon que no pas als 
altres dos. En els capítols posteriors analitzarem amb més profunditat les analogies 
i diferències de la nostra teoria amb la tennodinàmica racional. De moment, supo
sem que efectivament existeix una entropia fora d'equilibri i que és funció no tan 
sols de les variables clàssiques u i v, sinó també de les noves variables independents 
q, pv i F'. Suposem, a més, que aquesta entropia de no equilibri és suficientment 
diferenciable, de forma que podem escriure 

ds =(as/au)du + (asJav)dv + (asJaq)•dq + (asJapV)dpV + (astaPV):dP" .(2.1) 

En analogia amb la teoria clàssica, definim la temperatura absoluta T i la pres
sió termodinàmica p mitjançant les equacions d'estat corresponents 

(2.2) 

r 1 p(u, V, q, pV t PV) =(astav) .· (2.3) 

Hem d'observar que T i p no coincideixen exactament amb llurs definicions clàssi
ques respectives, sinó que contenen algunes correccions en funció dels fluxos dissi
patius. Cal fer constar, a més, que fins i tot els autors més adversos a l'existència 
d'una entropia fora d'equilibri han hagut d'acceptar l'existència d'una o altra mena 
de temperatura de no equilibri, problema aquest darrer que encara no està resolt. 

Escriurem les restants equacions d'estat de (2.1) amb la forma 

(as/aq) =r1va¡(U, V, q, pV, pv), 

(as/apV) = r 1 VQc,(U, V, q, pV, pv) , 

(as/aPV)=r1vai(u, V, q,pV,PV). 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

Les variables escalars T, p i ao són funcions d'u, v, pv i dels invariants algè
brics de.~ i de pv, és a dir, 12 = Trfiv2 , 13 = TrY'3 , 14 = q•q, 15 = q•F'•q, 
16 = q•pv •q. D'altra banda, en vista de teoremes de representació de funcions 
vectorials i tensorials en sistemes isòtrops [13), el vector a 1 i el tensor a2 poden 
expressar-se com 

(2.7) 
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on el superíndex s indica la part simètrica del tensor corresponent, i el signe o sobre 
un tensor indica la seva part sense traça. Els coeficients de (2.7) i (2.8) són funcions 
escalars d'u, v, pv i dels invariants algèbrics. Les equacions d'estat (2.2){2.8) estan 
sotmeses a les restriccions imposades per les relacions de Maxwell generalitzades 
(igualtat de les derivades segones mixtes de l'entropia) i per arguments d'estabilitat. 

La derivada temporal de l'entropia pot obtenir-se a partir de (2.1) en la forma 

pS =r1pÜ + r 1ppV + r 1a¡ •q+ r 1ac,pV +r1a:¡:{PV)", (2.9) 

on hem tingut en compte les definicions (2.2){2.8). Quan hom hi introdueix les 
equacions de balanç de massa {l.l) i d'energia {1.3), l'equació (2.9) es-converteix en 

ps + V•(r1q) =q• Vr1 - r 1pv V •v- r 1Pv:v + T-1a¡ ·ei+ 
+ r1 a.,¡,v + r1 &:a :(P")". (2.10) 

Abans de comparar aquesta equació amb la forma habitual ( 1.14) per a obtenir 
la fonna de la producció d'entropia, analitzarem més a fons l'expressió del flux 
d'entropia, que pot ésser més general que no la seva expressió clàssica. 

D.3. FLUX D'ENTROPIA GENERALITZAT 

Com que l'entropia fora d'equilibri depèn, en el nostre esquema, de tots els 
fluxos dissipatius, és lògic imaginar que, en principi, el flux generalitzat d'entropia 
depèn també de tots els fluxos. Per a un sistema isòtrop, els teoremes de representa
ció prèviament· esmentats ens porten a la següent forma general del flux d'entropia: 

{2.11) 

on els coeficients /J¡ són funcions d'u, v, pv i dels invariants algèbrics Ij. 
Aquesta expressió conté com a casos particulars la fonna clàssica {1.15) del 

flux d'entropia i algunes generalitzacions de segon ordre proposades per Müller 
(14], Lebon [1S] i Waldman i Vestener [16], inspirades en la teoria cinètica dels 
gasos. L'expressió {2.11) és més general que la de les formulacions de Gyarmati 
[17] i de Coleman-Truesdell-Noll [7], que mantenen la fonna clàssica {l.IS) malgrat 
suposar que l'entropia també depèn de variables no clàssiques. 

Una formulació encara més general que (2.11) fou proposada per Müller [18] 
en una teoria en què l'expressió del flux d'entropia es deixa indeterminada, com 
una nova equació constitutiva. Müller suposa que 11 depèn d'un cert conjunt de 
variables i de llurs derivades temporals. Ací, en canvi, suposem que 11 depèn del 
mateix conjunt de variables que s i considerem (2.11) com una definició del flux 
d'entropia. En el capítol següent generalitzarem lleugerament aquest punt de vista. 



20 EXTENS/O DE LA TERMODINÀMICA DE PROCESSOS IRREVERSIBLES 

D.4. PRODUCCIÓ D'ENTROPIA 

Per donar a la nostra teoria una expressió definida tan senzilla com sigui pos
sible, i per evitar una fonnulació massa prolixa, limitarem a partir d'ara les nostres 
anàlisis a segon ordre en els fluxos dissipatius. Les equacions d'estat (2.2)-(2.6) es 
poden desenvolupar al voltant de l'equilibri local. Fins a segon ordre en els fluxos 
dissipatius tenim 

r 1 = Té~(u, v) + (ar1 /apV)eqPV + (l/2)(a2r 1 /aq2 )q2 + 

+ (1/2) ca2r 1 /apV2)pV2 + (1/2) ca2r 1 ¡apvaP")::P"PV' (2.12) 

rlp =Te~ Peq(u, v) + car1p/apY)pY +(l/2)(a2r1p/apv2) (pV2) + 

+ (1/2)(a2r 1 p/aq2)q2 + (1/2)(a2T-1 p/aP"aP")::P+ ; (2.13) 

r 1 va1 = Té~ va1 oq + 0(2) , 

r 1vao =Te~VQooPV + 0(2), 

-l • -l • T v~ =TeqVa21Pv +0(2), 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

on el subíndex eq significa que les corresponents magnituds estan avaluades a 
l'equilibri local. Els coeficients a¡ 0 són ara funcions d'u i v (o de Tip). La igualtat 
de les derivades mixtes de segon ordre indica que . 

(2.17) 

(2.18) 

ja que les derivades d'ao respecte a u i v, com que són proporcionals a pv, s'anul·len 
en pv = O. Per evitar complicacions i simplificar al màxim, ens limitarem d'ara 
endavant a considerar que tant T com p es redueixen simplement a la temperatura 
absoluta i la pressió d'equilibri local i negligirem per ara les correccions de segon 
ordre en (2.12) i (2.13). 

En introduir les equacions d'estat (2.12)-(2.16) en (2.1), s'obté la següent 
equació de Gibbs generalitzada: 

ds = r 1 du+ r 1 pdv + r 1va10q•dq + r 1vaoopYdpV + r 1v~ jv;(IPY. (2.19) • 

Una equació de Gibbs d'aquesta mena fou indicada en forma abstracta per Machlup 
i Onsager [19] el 1953. Posterionnent, fou desenvolupada més e,rplícitament i amb 
més extensió i de forma indirecta per Müller [14, 20], Lebon i Lambennont [15, 
21, 22], Gyarmati [17] i Kranys [23]. En un context relativista, ha estat emprada 
per Müller L24 ], Kranys [25] i Israel [26, 27]. 
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D'altra banda, el flux d'entropia (2.11) es redueix en aquesta aproximació de 
segon ordre a 

(2.20) 

on els coeficients (j ij depenen només d'u i v ( o T i p ). La comparació de (2.20) amb 
l'expressió clàssica porta a la identificació (j00 =r1. 

Podem ara expressar el terme de producció d'entropia a partir d'(l.14). En la 
nostra formulació, la producció d'entropia és 

l 1 • • o=q•(Vr + r a1oei +(j10 V ·Pv +(jo1 V pv + e1pvV(jo1 + e2pv. V(j10) + 
1 + pV(-r1 V •v + r 1aooi>V + (1-e¡)q• V (jo¡ + {jo¡ V ·q)+ 

+ PV:(-T-1 V+ r 1ai 1 (PV)"+ {j¡ 0( V q1 + (l-e2) ( V {j¡ oq)5) ;.i, O ,(2.21) 

on e I i e2 són coeficients entre O i l . 
Hom observa que, tal com a la teoria clàssica, la producció d'entropia té l'es

tructura de forma bilineal 

(2.22) 

on les expressions d' X'1, Xò i Xi s'obtenen fàcilment per comparació amb (2.21). 
La nostra tasca és, ara, la formulació d'equacions per a ei, ¡,vi "V): 

Com que tota la informació termodinàmica de què disposem és el caràcter 
definit positiu de la producció d'entropia (2.21), que imposa diverses restriccions 
sobre les formes possibles de les equacions constitutives, cal que analitzem curosa
ment l'expressió de la producció d'entropia per a poder treballar amb un màxim de 
generalitat. Podem observar, així, l'existència d'un grup de transformacions de ei i 
de ~)" que deixen invariant la producció d'entropia però que tenen, en canvi, 
conseqüències físiques· sobre les equacions d'evolució dels fluxos dissipatius. Aques
tes transformacions estan definides per [9] 

qf,A =ei+ aA•q, 

(Pv)f;,e =(Pv) ·+ b(B·Pv - fV•B), 

(2.23) 

(2.24) 

on a i b són nombres reals i A i B tensors antisimètrics. Efectivament, en introduir 
(2.23) i (2.24) en (2.21), tenim 

q•ei=q•(q* A - aA•q) =q•q* A a, a, (2.25) 

(2.26) 
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de fonna que (2.21) és invariant per aquestes transfonnacions. 
En el nostre cas, el tensor antisimètric de què disposem és W, la part antisimè

trica del gradient de velocitat, les components cartesianes del qual són 

(2.27) 

i, per tant, suposarem que A= B = W. 
Respecte als valors físics d'a i de b, és obvi que no se'n pot obtenir cap infor

mació a partir de la termodinàmica, ja que no apareixen en la producció d'entropia 
ni en l'equació de Gibbs. Tanmateix, es poden determinar amb altres procediments: 
l) A partir de principis generals, com el principi d'objectivitat o d'indiferència 
material [13, p.44]. Aquest principi estableix que les equacions constitutives dels 
medis continus han d'ésser invariants sota l'acció de les transformacions euclidianes. 
Això imposa que a=b= l, i amb aquests valors d'a, b, A i B, les transfonnacions 
(2.23) i (2.24) coincideixen amb la derivada temporal corrotacional [28, p.4S l]. 
2) A partir d'un model microscòpic, tal com la teoria cinètica dels gasos. Així, una 
comparació de les expressions macroscòpiques amb les del desenvolupament de 
Chapman-Enskog [29] porta a a= b = -1 [1S, 30]. 
3) A partir d'experiments, tal com el que discutirem en els capítols següents, on 
aclarirem algunes conseqüències físiques d'a i b. 

La discrepància entre els valors d'a i b obtinguts pel mètode l i pel mètode 2 es 
relaciona amb el fet que les equacions constitutives de la teoria cinètica no són 
objectives. Per tant, alguns autors han manifestat llur escepticisme sobre la validesa 
del principi d'objectivitat [30-33]. Tot i això, d'altres autors [34, 3S] han replicat 
contra aquest argument, desaconsellant una comparació massa detallada entre les 
equacions fenomenològiques macroscòpiques i les equacions cinètiques microscòpi
ques, ja que aquestes darreres han estat obtingudes només com un desenvolupament 
parcial d'equacions més generals, i parteixen de bases físiques molt diferents. La 
qüestió de la validesa del principi d'objectivitat continua essent un problema en 
debat, que ací ens limitem a mencionar. 

D.S. EQUACIONS D'EVOLUCIÓ DELS FLUXOS DISSIPATIUS 

Si tenim en compte les transformacions (2.23) i (2.23), podem escriure (2.21) 
en la fonna (2.22), on ara els ei i (ÍW) · que apareixen en Xi, Xi, respectivament, 
s'han substituït per les expressions més generals~. {fw)t. Com que el nostre pro
pòsit és obtenir equacions d'evolució per als fluxos dissipatius, i com que les deriva
des tem~rals d'aquests fluxos estan contingudes en les "forces tennodinàmiques" 
Xi, X'0 , Xi, suposarem que 

X'1 = x¡ (q,pV ,PV)' 

Xè, = X'o( q,p V r) ' 
Xi =X'2(q,pV ,PV)' 

(2.28) 
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en analogia amb les equacions (1.18) de la teoria clàssica. Tanmateix, ara no ens 
limitarem a un desenvolupament lineal de (2.28) sinó que, tal com a la nova equació 
de Gibbs i al nou flux d'entropia, ens interessem en un desenvolupament de segon 
ordre. Per a un sistema isòtrop, els teoremes de representació de funcions vectorials 
i tensorials donen les següents expressions per a (2.28) en segon ordre: 

X1 =ll1oq + ll11Pvq + llnpv.q, 

(2.29) 

on els llij són coeficients fenomenològics que depenen d'u i v ( o T i p) i, en alguns 
casos, dels invariants algèbrics. En els capítols posteriors estudiarem algunes expres
sions encara més generals que les (2.29), en certs aspectes. 

En introduir (2.29) en (2.22), obtenim 

ll1oq2 + (l.cu + 1,to3)pvq2 + (l.en + ll23)q•Pv·q + llo1Pv2 + ll21Pv;pv + 

+ (l.coo + llo2Pv2 + llo4PV:PV)pV + "22PV:(PV)2 >O. (2.30) 

Com que aquesta desigualtat s'ha de complir per a qualsevol q, pv i r, els coefi
cients fenomenològics han de satisfer les restriccions següents: 

ll10 >O, ll21 >O, llot >O, 

ll22 = llo4 = lloo = llo2 = O , (2.31) 

llu =-llo3, ll12 =-ll23 · 

Si fem servir ara les expressions explícites d'Xò, X'1 i X'2 obtingudes a partir 
de (2.22), i tenint ep compte (2.29) i (2.31), s'obtenen les següents equacions per a 
l'evolució de q, pv i pv: 

q =Taïà(l.c1oq -Vr-1 +µ11pVq + llnr•q-'310 v-r -1Jo1 V pV -

- e1pvv /Jo1 - e2Pv • V '310)- aW•q, (2.32) 

¡,v =Taoà(l.co1Pv + r-1 V •v- µ11q2 -(l-e1)q•V '301 -1301 V•q) · 

(2.33) 

(PV)°= Taif (µ21Pv + T-1v -1L12(<Íq)1 - (l-e2)(q V '310)1 - '310( V q)•)-

- b(W•PV - pv.W). (2.34) 

Les equacions (2.32)-(2.34), junt amb les equacions de balanç (1.1)-(1.3) i 
les equacions d'estat (2.12)-(2.16), descriuen l'evolució del sistema per a condicions 
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inicials i als límits determinades. El problema de quines són aquestes condicions 
necessàries per a especificar totalment l'evolució del sistema s'ha d'analitzar encara 
en profunditat. 

0.6. CONCLUSIONS 

En la teoria clàssica, un fluid simple unicomponent està caracteritzat per S 
modes normals independents [36) d'acord amb els seus S graus de llibertat. En la 
descripció present, el fluid té 14 modes normals independents, tal com correspon a 
les 14 variables independents (les clàssiques més els fluxos dissipatius). Una anàlisi 
detallada dels modes normals corresponents ha estat desenvolupada per Kranys 
[23) per a medis elàstics dissipatius, en l'esquema de la teoria de Müller [14). 

Aquesta formulació de la termodinàmica de processos irreversibles no està 
restringida a fluids simples unicomponents. Lebon, Jou i Casas-Vazquez [10) han 
donat una versió abstracta i general que es pot aplicar a diversos sistemes termodinà
mics, i l'han aplicada com a exemple a la difusió en una barreja fluida binària [37) i 
a la part antisimètrica del tensor de pressions en un fluid micropolar [38). D'altra 
banda, Lebon i Lambermont [22) han aplicat llur teoria [21] a medis elàstics, tal 
com ho ha fet Kranys [23) amb la teoria de Müller [14). Kranys també l'ha aplicat a 
l'estudi de fluids dissipatius polaritzables i magnetitzables [39). 

El propòsit dels tres capítols següents és donar una significació física concreta 
a alguns dels coeficients introduïts en aquest desenvolupament general i explorar 
algunes conseqüències físiques de la nostra extensió de la termodinàmica de proces
sos irreversibles. 



m.t. INTRODUCCIÓ 

m 
CONDUCCIÓ DE LA CALOR 

L'aplicació més simple de la nostra teoria és el problema de conducció de la 
calor en un fluid immòbil o en un conductor sòlid rígid. En aquestes situacions, 
les úniques variables significatives són u i q i, per tant, les equacions del capítol 
anterior se simplifiquen considerablement. Això ens permetrà deduir el significat 
físic d'alguns paràmetres dels desenvolupaments anteriors, precisar els dominis 
experimentals de possible aplicació de la teoria i, finalment, obtenir en alguns casos 
expressions microscòpiques per als paràmetres d'interès. 

m.l. CONDUCCIÓ IDPERBÒLICA DE LA CALOR 

Per a un màxim de simplicitat, ens limitarem al problema lineal de conducció 
de la calor i suposarem, per tant, que els coeficients fenomenològics de la teoria són 
aproximadament constants i que l'equació d'evolució de la calor i de l'energia 
interna poden linealitzar-se quan ens convingui. L'equació de Gibbs generalitzada 
(2.19) es redueix en aquest cas a 

ds=r1du+r1vaq•dq. (3.1) 

El flux d'entropia (2.20) pren la seva forma clàssica: 

J5 =T-1q. 

L'equació de balanç de l'energia interna (1.3) se simplifica a 

pÜ=-V·q 

i l'equació d'evolució del flux de calor (2.32) pren la forma senzilla 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

Suposem ara que el fluid (o el sòlid rígid) està immòbil, de forma que v =O i 
W= O, i en estat estacionari. En aquestes circumstàncies, (3.4) es redueix a 
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Aquesta expressió pot ésser comparada amb la llei clàssica de Fourier 

q=-AVT 

(3.5) 

(1.23) 

de forma que el coeficient µ. pot identificar-se en funció de la temperatura i de la 
conductivitat tèrmica així: 

(3.6) 

Suposem ara que, sobtadament, varia el gradient estacionari de temperatura. 
El flux de calor no arribarà immediatament al seu valor clàssic (1.23), sinó que la 
seva aproximació a aquest valor està descrita per 

(3.7) 

que és l'equació (3.4) amb W= O i havent tingut en compte la identificació (3.6). 
A partir de (3.7) hom pot observar que T(cv.T2r 1 té dimensions d'invers de temps, 
i podem escriure per tant 

(3.8) 

Hem escrit el signe menys per a obtenir l'aproximació de q a (1.23), en lloc d'obte
nir-ne una separació, que no estaria d'acord amb l'experiència. Aquest signe, a més, 
pot justificar-se per arguments termodinàmics d'estabilitat, tal com veurem d'ací 
poc. El temps T és el temps de relaxació del flux de calor, i el coeficient a pot iden
tificar-se com 

(3.9) 

L'equació (3.8) fou proposada per primera vegada l'any l 867 per Maxwell [40], 
que negligí a continuació el terme no estacionari degut a la petitesa de T. Aquesta 
equació no fou redescoberta fins el 1948 per Cattaneo [ 41 l Deu anys després, 
Vernotte [42) i Cattaneo [43] reexaminaren el problema. Des d'aleshores, molts 
autors [44-71] han explorat les conseqüències d'aquesta equació des de diferents 
punts de vista. Avui, l'equació (3.8), denominada de Maxwell-Cattaneo, ja està 
ben establerta i és considerada una extensió clàssica de la llei de Fourier (1.23). 

Tenint en compte la identificació (3.9), l'equació de Gibbs generalitzada (3.1) 
pren la forma 

(3.10) 

Respecte a aquesta expressió hom pot fer els següents comentaris: 
l) S'observa que si hom té en compte el valor finit, bé que petit, del temps 
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de relaxació T en les equacions constitutives del flux de calor, també cal modificar 
l'equació de Gibbs clàssica, que prendrà ara la forma (3.10). La gran majoria dels 
estudis esmentats [44-71] estudien exclusivament les conseqüències de l'equació 
constitutiva (3.8) sense tenir en compte les seves implicacions en l'entropia. Una 
anàlisi considerant aquest punt ha estat l'objecte d'una sèrie d'articles ja esmentats 
(9, 10, 14, 15, 20-27]. 

2) Tots els paràmetres de l'equació (3.10) tenen un sentit físic determinat i 
són, en principi, mesurables, tal com veurem. En conseqüència, per integració de 
l'equació (3.10) hom pot obtenir el valor numèric de l'entropia per a un estat donat 
del sistema. 

3) Si hom té en compte la igualtat de les derivades creuades mixtes de l'entro
pia (3.10) es poden obtenir les correccions de l'equació d'estat per a la temperatura, 
que hem insinuat a (2.12). Ací, tenim 

(3.11) 

i, per tant, la correcció respecte a la temperatura d'equilibri local serà 

(3.12) 

En molts casos, aquesta correcció a la temperatura és totalment negligible [72]. 
4) Partint de la hipòtesi que l'entropia ha d'ésser màxima a l'estat d'equilibri, 

el criteri d'estabilitat de l'equilibri serà el caràcter definit negatiu de la diferencial 
segona de l'entropia. En el nostre cas, i partint de (3.10), s'arriba als resultats 

c>O, (3.13) 

El primer resultat és ben conegut de la teoria clàssica, ja que c és la calor específica; 
el segon resultat, com que v, " i T2 són positius, ens diu que T> O i per tant justifica 
el signe menys de l'equació (3.8) i garanteix que el flux de calor convergirà vers el 
seu valor clàssic (1.23). És satisfactori poder obtenir aquest resultat directament de 
la informació termodinamica, ja que si T fos negatiu, la teoria no tindria sentit. 
Altres autors que han tractat el tema, com Müller [62], han hagut de postular en 
canvi que T > O com una hipòtesi exterior de la teoria, ja que no poden deduir 
aquest resultat de la pròpia coherència interna de llur formulació termodinàmica. 

Examinem a continuació les conseqüències més rellevants de l'equació (3.8). 
Quan hom la introdueix a l'equació de balanç de l'energia (3.3), i suposant una 
equació calòrica d'estat de la forma habitual, 

du= cdT, (3.14) 

on c és la calor específica, hom obté la següent equació per a la propagació de la 
calor: 

pcaT/at ='i/•(" 'i/ T) - Tpca2 T/at2 - [d(Tcp)/dT](aT/at)2 • (3.15) 
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En el cas simple que T, c i A siguin constants, aquesta equació es redueix a 

(3.16) 

que és el tipus de l'equació denominada "del telegrafista", hiperbòlica en lloc 
d'ésser parabòlica com l'equació de difusió clàssica (T= O). Aquesta darrera implica 
una velocitat infinita per a la propagació de les pertorbacions tèrmiques, mentre que 
l'equació (3.16) dóna la següent velocitat màxima de propagació: 

(3.17) 

Respecte a l'equació (3.16) cal fer les observacions següents: 
l) També pot obtenir-se velocitat de propagació finita amb equacions parabòli

ques no lineals, és a dir, quan A depèn de la temperatura de certa forma. Tanmateix, 
sembla que aquestes aproximacions no lineals que comentem de passada no són 
totalment satisfactòries [45, 46) i que cal una extensió hiperbòlica com la nostra. 

2) També cal subratllar que per a poder observar ones tèrmiques (és a dir, segon 
so) cal que les variacions de la temperatura amb el temps siguin prou ràpides, de 
forma que la variació de T donada per f = (21rT)-1 (aT/éh) ha d'ésser més elevada 
que una certa freqüència crítica donada per fe =(21rTr1 , per sota de la qual predo
mina la propagació per difusió més que no pas la propagació ondulatòria [71 ]. 
Efectivament, hi ha evidències experimentals del segon so en sòlids [73-75), d'acord 
amb la teoria que acabem d'exposar. 

3) L'equació (3.17) ens proporciona un mètode per a determinar experimen
talment el coeficient T, ja que t i c són ben conegudes i llurs valors han estat molt 
estudiats per a un gran nombre de materials. Veiem, a més, que quan T tendeix a 
zero la velocitat de propagació tendeix a infinit. Per bé que des del punt de vista 
clàssic això no és una dificultat fonamental, sí que ho és en la teoria de la relativitat. 
D'altra banda, fins i tot des d'un punt de vista clàssic, és més satisfactori que la 
calor es propagui a velocitat finita (de l'ordre de la velocitat mitjana de les molè
cules del gas, per exemple) que no pas a velocitat infinita. Finalment, l'evidència 
experimental indica que, efectivament, el temps de relaxació no és nul. 

W.3. ALGUNS MODELS SEMIEMPÍRICS I TEÒRICS PER AL TEMPS DE RELA
XACIÓ 

Degut a la seva petitesa, els experiments referents al temps de relaxació són 
difícils de dur a terme. Encara no en tenim prou informació perquè puguem 
donar-ne dades rigoroses en diverses condicions, bé que aquestes mesures cada dia 
tenen més interès, quan més es va aprofundint en llur significació física i en les 
conseqüències corresponents. Ací ens limitem a presentar dos models per al temps 
de relaxació. 

a) Model semiempíric per a T en metalls 
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La conductivitat tèrmica ~ i la conductivitat elèctrica Oe dels metalls a tempe
ratures intermèdies (300-400K) estan relacionades per la llei de Wiedemann-Franz 
[78], que estableix que 

~(oen-1 =constant. (3.16) 

El valor d'aquesta constant és bastant insensible al tipus d'estadística que hom faci 
servir per als electrons. Amb l'estadística de Boltzmann, la constant val 

(3.17) 

i, amb l'estadística de Fermi, es troba que 

(3.18) 

on k és la constant de Boltzmann i e la càrrega elèctrica de l'electró. Aquesta llei 
és vàlida quan el transport per fonons és negligible. El seu interès radica en el fet que 
permet obtenir informació sobre la conductivitat tèrmica a partir del coneixement 
de la conductivitat elèctrica, sobre la qual hi ha molta més informació. Efectiva
ment, a partir d'un model microscòpic senzill hom pot obtenir per a la conductivi
tat elèctrica l'expressió 

(3.19) 

on De és la densitat d'electrons i me la massa de l'electró; T* és el temps de relaxa
ció del moment lineal dels electrons. Si suposem que el temps de relaxació del flux 
de calor és el mateix que T*, ja que tant la conducció elèctrica com la conducció 
tèrmica són en aquest cas fenòmens de transport deguts al moviment dels electrons, 
obtenim per a T(T) [70] 

(3.20) 

b) Model teòric per a T en dielèctrics 

Una avaluació de T en diferents circumstàncies, quan tot el transport de calor és 
degut a fonons i l'aportació dels electrons és negligible, ha estat proposada per 
Chester [73]. La seva avaluació de T es basa en la hipòtesi que diu que el quadrat de 
la velocitat de les ones tèrmiques v2 ha d'ésser un terç del quadrat de la velocitat 
desl fonons s2 en el medi. Efectivament, l'ona tèrmica constitueix una propagació 
coherent de pertorbacions de densitat en el gas de fonons. En ~n medi elàstic no 
dispersiu idealitzat, els fonons poden considerar-se com un gas de partícules totes 
les quals es mouen a la mateixa velocitat s. Com que els fonons es mouen en direc
cions aleatòries, la velocitat quadràtica mitjana d'un grup de fonons en qualsevol 
direcció determinada és 

v=s/./3 (3.21) 
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En conseqüència, quan hom compara (3.21) amb (3.17) obté 

T =3A{pcs2r 1 , (3.22) 

que ens dóna el temps de relaxació en funció de paràmetres coneguts. 

m. 4. PROPAGACIÓ DE LA CALOR EN UN CILINDRE GIRATORI 

Ens queda encara per determinar el paràmetre a de l'equació d'evolució del flux 
de calor (3.4). Suposem, per a la seva identificació, el problema especial d'un 
cilindre rígid que gira al voltant del seu eix, el qual és mantingut a una temperatura 
constant T I més elevada que la temperatura exterior T 2 • Si suposem l'equació 
calòrica d'estat (3.14), la distribució de temperatures en el cilindre estarà descrita 
per (3.2) i (3.4). En aquest cas de rotació a velocitat angular constant w, l'únic 
tensor antisimètric de què. disposem és la part asimètrica del gradient de velocitat 
W, de forma que suposarem que en (3.4) A =W. En situació estacionària, (3.4) ens 
dóna 

<u= ll-1 (-µ(aT/a1) + aw{l-aXrT)-1 (aT/a8)], 

<Is = ll-1 [-llr -l (aT/a8) - aw(l-a)r1 (aT/ar)] ' 

(3.23) 

(3.24) 

on /l= T2 µ2 + a 2 w2 (1-a)2 • Ací, <u i Qs són respectivament les components radial 
i tangencial del flux de calor. A partir d'aquestes equacions hom observa que, si no 
és que a = l, el flux de calor no serà colineal amb el gradient de temperatura, que és 
purament radial, i que dependrà, a més, de la velocitat angular. En conseqüència, el 
principi d'objectivitat o d'indiferència material [13), que estableix que les equacions 
constitutives han d'ésser invariants respecte a les transformacions rígides, com per 
exemple la rotació rígida que estem considerant, implica que a = l . Tanmateix, com 
que la validesa d'aquest principi és objecte de controvèrsies (30-3S], és millor 
considerar a com una constant que cal determinar experimentalment. 

Una manera possible de determinar a seria la situació que estem considerant i 
que per tant analitzem una mica més a fons. Per consideracions de simetria, la distri
bució de temperatura no depèn de 8 i l'equació de balanç d'energia (3.2) es redueix 
en el cas estacionari a V •q= O. Quan aquesta condició s'aplica a (3.23) i (3.24) i si 
suposem, per simplicitat, que µ = (AT2r 1 és una constant, tal com s'observa en 
metalls a temperatures intermèdies (70), obtenim la següent equació per a la: tem
peratura (79): 

-r-1 (aT/ar) - a 2 T/ar2 + (2µ2 Tll-1 )(aT/ar)2 + 
+ (2(1-a)2 w2 all-l )(aT/ar)(aaJar) =o. (3.25) 

Podem simplificar aquesta equació si considerem que el cilindre és metàl·lic i que 
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s'acompleix l'expressió (3.20) per a T • En aquest cas, i com que a= -T(~T)-1, 
tenim 

-r-1(aT/ar)- a2 T/ar2 + 2r1(aT/ar)2 [l • 2(1-a)2 w2 T 2 )[1 + (l-a)2 w2 T2 r1 =O. 
(3.26) 

Aquesta equació ens proporciona en principi una manera experimental 
d'obtenir un valor per a a. Si a+ l, la distribució de temperatura dependrà de la 
velocitat angular, en contra del principi d'objectivitat. Tanmateix, com que el temps 
de relaxació és de l'ordre de 10-10 s en metalls [70) i com jue un valor raonable per 
a w en les actuals ultracentrifugadores és de l'ordre de 10 s-1 , veiem que, per ara, 
la mesura dels termes no objectius està més enllà de les possibilitats experimentals 
i que el valor de a és irrellevant en la pràctica, encara que conflictiu en la teoria. 
Unes dificultats experimentals d'aquest ordre han estat assenyalades per Müller 
[3 l, 32) i per Calvini i Carrassi [80) en llurs consideracions sobre la verificació 
experimental del principi d'objectivitat. 

m.s. TEORIA NO LOCAL DE LA CONDUCCIÓ DE LA CALOR 

Recordem que el propòsit de la nostra teoria és l'obtenció d'equacions d'evo
lució per als fluxos dissipatius en funció dels propis fluxos i potser també de llurs 
gradients. En aquest punt, estudiarem les modificacions de la teoria anterior quan 
hom inclou el gradient del flux de calor en la seva equació constitutiva. 

Partint de l'equació de Gibbs generalitzada (3.1) i de l'equació de balanç 
d'energia (3.2), la derivada temporal de l'entropia de no equilibri és 

(3.27) 

L'expressió per a la producció d'entropia a s'obté de la relació general (1.14) en 
termes de s i de la divergència del flux d'entropia J5, i està donada per [81, 82): 

(3.28) 

Cal fer notar que per ara no hem fet cap hipòtesi respecte a l'expressió particular 
del flux d'entropia sinó que pretenem obtenir el propi J5 de la mateixa teoria, com 
una equació constitutiva més. Adoptem en aquest punt les consideracions de Müller 
sobre el flux d'entropia [18]. Volem, ara, una equació que ens doni q en funció d'u, 
q i de llurs derivades respecte a l'espai. Tenint en compte la forma de (3.28), pro
posem [81): 

(3.29) 

on les µ. són coeficients fenomenològics constants, o dependents d'u ( o T). D'acord 
amb les restriccions de la segona llei de la termodinàmica, expressada per la desigual-
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tat {3.28), introduïm {3.29) en (3.28); aleshores, suposant µ 1 i µ2 constants i inte
grant per parts, tenim 

Aquesta expressió és positiva per a tots els processos imaginables, és a dir, per a tots 
els possibles camps de q, si i només si 

{3.31) 

llo ;>O, {3.32) 

A través de la condició {3.31), la pròpia teoria determina la forma del flux d'entro
pia, que és diferent ara de la forma habitual (3 .2) en conductors rígids isòtrops [83 ]. 

La corresponent equació constitutiva per al flux de calor (3.29) es pot escriure, 
tenint en compte les identificacions prèvies µ0 = (A T2 )-1 i a= -T(A rr1 i les defi
nicions dimensionals 

(3.33) 

en la forma 

(3.34) 

En aquesta equació, r0 i r 1 tenen el significat d'unes longituds de correlació de les 
pertorbacions transversals i longitudinals del flux de calor, respectivament. D'altra 
banda, els signes menys de (3.33) són deguts a les restriccions (3.32). Quan aquestes 
longituds de correlació són nul-les, l'equació (3.34) es redueix a l'equació de 
Maxwell-Cattaneo (3.8). Finalment, en termes de transformades de Fourier, podem 
dir que l'equació {3.34) ens proporciona una conductivitat tèrmica que depèn de la 
freqüència i de la longitud d'ona de les pertorbacions del sistema. El límit macros
còpic clàssic és el de freqüència nul·la i longitud d'ona infinita. 

Per obtenir més dades sobre l'equació {3.34), per examinar-ne la significació i 
les possibilitats experimentals, i per obtenir expressions microscòpiques per als 
quatre coeficients implicats, estudiem a continuació la termometria d'alta freqüèn
cia. 

m.6. APLICACIÓ DE LA TEORIA NO LOCAL: TERMOMETRIA D'ALTA FRE
QÜÈNCIA 

La tecnologia de termòmetres de resposta ràpida ha arribat al domini de temps 
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de resposta de l'ordre de submicrosegons amb bolòmetres de films superconducton 
(84,85). Aquestes possibilitats tecnològiques permeten l'experimentació de termo
metria d'alta freqüència. Mentre les mesures habituals de paràmetres d'estats esta
cionaris, com la capacitat calorífica i la conductivitat tèrmica, en funció de la tem
peratura, impliquen el temps de relaxació mitjà dels diversos processos que s'esde
venen en el gas de fonons dels sòlids dielèctrics, hom pot obtenir informació nova 
sobre aquests processos a partir de mesures dependents del temps [86, 87, 75-77). Les 
dades experimentals sobre els nous paràmetres que apareixen a les equacions consti
tutives generalitzades del flux de calor donen una informació més completa i deta
llada dels processos de col·lisió entre fonons. En particular, la tècnica de propagació 
de pulsacions de calor ha rebut un impuls important en l'espectroscòpia de fonons 
d'alta freqüència (88), amb aplicacions tan diverses cqm l'estudi de la formació de 
possibles modes de propagació no lineal, detecció de dislocacions en cristalls, pro
pagació del so i del segon so, interacció electró-forat amb el vent de fonons, luminis
cència induïda per fonons, i d'altres. 

Aquestes possibilitats experimentals han dut a una anàlisi teòrica detallada de 
la termometria d'alta freqüència. Expressions anàlogues a la nostra equació consti
tutiva (3.34) poden trobar-se, per exemple, en algunes referències sobre aquest 
tema (86,87). En particular, i per a obtenir expressions microscòpiques per als 
quatre paràmetres de (3.34), compararem les nostres expressions amb les deduïdes 
per Chester (87) a partir d'una teoria microscòpica. 

En vista de l'equació de balanç d'energia (3.2), i conservant només termes de 
primer ordre, ens permet escriure (3.34) en la forma 

Fent ara la divergència d'aquesta expressió hom obté 

V2 T + r~ V"T + r~pc>..-1 V2 T- pc>..-1t- Tpc>..-1 'Ï' + 
+ r2 Tpc>..-1 V2 'Ï'- r4 pc>..-1 V4 T - r2 r2 pc>,,-1 V4 T =O O O O 1 • 

(3.35) 

(3.36) 

Si considerem que r~, r~ i T són coeficients petits que corregeixen la teoria 
habitual, és raonable negligir els termes de segon ordre en aquests coeficients. Amb 
aquesta aproximació, (3.36) es redueix a 

(3.37) 

Aquesta és precisament l'equació deduïda per Chester [87] a partir d'un model 
microscòpic per al gas de fonons descrit per una equació cinètica del tipus de rela
xació. En conseqüència, comparant amb els seus resultats, arribem a les següents 
expressions per als coeficients de (3.37): 

(3.38) 

(3.39) 
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r~ = [<.S-2 >av<RTü1 >t1 [(1/3)(.S2 )av<.S-2 >av<RTn) <R2 ) + 
+ (3/S)(R3Tn)- (2/3)(R) <R2 Tn)J ; 

r~ =(l/5)(.S2 )av~cr1 [(.S-2 )av<RTü1)r1 [(R)(R3T~)

-(R3Tn)(RTn)]; 

(3.40) 

(3.41) 

on Tn (e) i Tu (e) són els temps de relaxació (funcions de l'energia) corresponents 
als processos normals i als processos umklapp, respectivament, mentre que 

(3.42) 

(3.43) 

on St i s2 són les velocitats transversal i longitudinal. A més, els parèntesis angulars 
(A} per a les diferents funcions A(e) signifiquen la mitjana definida per 

(A} =(JC(e)A(e)dk) (JC(e)dk)-1 , (3.44) 

on k és el vector d'ona dels fonons i C(e) és la capacitat calorífica per al mode de 
fonons d'energia e. 

En conseqüència, veiem que les prediccions teòriques per a la capacitat calorí
fica C(e) i els temps de relaxació Tu(e) i Tn(e) porten a valors determinats de 
A(pcr•, T, r~ i r~ que poden ésser comparats amb els valors experimentals obtin
guts a través de l'anàlisi de pertorbacions tèrmiques amb l'equació (3.37). En 
particular, hom pot observar a (3.39) que el temps de relaxació T és relacionat amb 

. el domini dels processos normals o dels processos umklapp. Si predominen els pro
cessos normals, T pot tenir valors positius grans i el terme corresponent pot ésser el 
predominant de (3.37). Si, al contrari, predominen els processos umklapp, T ten
deix a zero (R ➔ O) i aleshores (3 .3 7) esdevé altament difusiva. 

L'equació (3.37), deduïda per Chester a partir de l'anàlisi microscòpica de la 
propagació de fonons i obtinguda per nosaltres per un mètode macroscòpic, pre
senta la paradoxa de velocitat infinita per a la propagació de pertorbacions tèrmi
ques. Per evitar aquesta deficiència, considerem l'esquema termodinàmic general del 
capítol precedent. Les equacions d'evolució (2.32) i (2.34) es poden escriure, en 
l'aproximació lineal, com 

ei =-TÏ1(q + AVT- LT2r-1 V pV -MT2 (2µr 1 V•PV)' 

¡,v = -T01 (pV + tV•v - LTA-1 V•q), 

(PV).= -T ;¡1 (PV + 2µV - MTA-1 (Vq)5) 

(3.45) 

(3.46) 

(3.47) 
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i el flux d'entropia (2.20) pren la forma 

ls =r1q + LpVq + MPV•q. (3.48) 

En aquest esquema és possible estudiar la conducció de la calor en sòlids rígids 
imposant que 'i/ •v =Oi V= O. La teoria resultant és hiperbòlica (89] i per tant per
met la propagació d'ones amb velocitat finita. A més, si seguint Chester suposem les 
condicions 

les equacions (3.46) i (3.47) i la hipòtesi de moviment rígid ens donen 

pV =LTA-1 'i/•q, 

pv = MTA -l (V q)1 . 

Substituint aquests resultats en (3.45) i linealitzant, hom obté 

q =-A'i/T-r 14 + [L2 'ro(tAr1 + {l/6)M2 T~(2µ>.r 1 ]'i/(V·q) + 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

+ {l/2)M2 T~(2µAr 1 'i/2 q, (3.52) 

on To és la temperatura de referència. Aquesta equació està d'acord amb l'equació 
constitutiva (3.34). Això ens permet veure que el desenvolupament d'aquest capítol 
és un cas particular del formalisme de l'anterior i que, en tenir en compte tots els 
temps de relaxació, hom obtindria un sistema hiperbòlic compatible amb la propa
gació de pertorbacions amb velocitat finita. 





IV 

PROPAGACIÓ DEL SO EN GASOS MONOATÒMICS 
IEN METALLS 

IV.1. INTRODUCCIÓ 

En aquest capítol estudiem les equacions constitutives lineals del flux de calor i 
del tensor de pressions, i llurs conseqüències físiques en la propagació del so en 
gasos monoatòmics rarificats [90, 91). Com que els temps de relaxació del flux de 
calor i de la pressió viscosa són molt petits, les corresponents fases transitòries són 
difícils de mesurar. Tanmateix, llurs conseqüències poden esdevenir rellevants quan 
la fase transitòria es repeteix en el temps amb un període de l'ordre dels temps de 
relaxació o menor. En conseqüència, l'anàlisi de la propagació d'ones acústiques 
d'alta freqüència en gasos és una situació experimental a partir de la qual hom pot 
obtenir informació sobre la significació física d'alguns dels termes de les nostres 
equacions constitutives sense corresponent clàssic. D'altra banda, els experiments 
d'ultrasons en gasos són de gran importància en l'estudi de les solucions de l'equació 
de Boltzmann de la teoria cinètica, obtingudes amb diversos mètodes i aproxima
cions, i és per tant un camp on hom pot comparar experimentalment la teoria f eno
menològica macroscòpica amb les equacions dels diversos models microscòpics. 

IV.2. TEORIA CLÀSSICA DE LES ONES ACÚSTIQUES 

El punt de partida de la teoria de les ones acústiques és el conjunt d'equacions 
de balanç de massa, moment i energia (1.1){1.3}. Aquestes equacions es comple
menten amb les equacions habituals d'estat en equilibri local, 

p=p(T,p), 

i amb les equacions constitutives clàssiques 

q=-~ VT, 

u =u(T,p}, 

pv = -2µV - (11-2µ/3) (V·v)U. 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

En aquesta última equació, hem substituït el coeficient de viscositat de volum t de 
l'equació (1.24} per la relació t= 11 - 2µ/3. Ací, 11 s'anomena segon coeficient de 



38 EXTENSIÓ DE LA TERMODINÀMICA. DE PROCESSOS IRREVERSIBLES 

viscositat i és d'ús més freqüent que no pas el mateix t en la teoria d'ones acústi
ques. Si prenem, també per conveniència experimental, p i T com a variables inde
pendents, és més adequat emprar l'entalpia específica h =u+ p/p en lloc de l'ener
gia interna u, i tenir aleshores en compte la relació 

pü =ph.- p -p(V•v). (4.4) 

En introduir (4.2)-(4.4) a les equacions de balanç (1.1)-(1.3), hom obté 

ap/at + v •v = o , 

pv = -Vp + µV 2v + (11 + µ/3) V (V·v), 

ph. = p + 4' + A V2 T , 

p=p(p,T}' h=h(p.T), 

(4.S) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

on 4' és la calor produïda per fricció per unitat de temps i de volum, donada per 
4' =-pv:v. 

Com que estudiarem petites pertorbacions al voltarit de l'estat d'equilibri, linea
litzem les equacions hidrodinàmiques reemplaçant cadascuna d'aquestes magnituds 
pel seu valor d'equilibri més una petita fluctuació: 

p(r,t) = p0 + p'(r,t) , T(r,t) = T0 + T'(r,t), (4.9) 

i suposem per simplicitat que la velocitat d'equilibri és nul·la, de forma que v serà 
considerada com una petita pertorbació. 

Emprant (2.8), hom pot escriure per a les equacions d'estat (4.8) les següents 
expressions linealitzades: 

P = Po + (ap/aT)p T' + (ap/ap)Tp' , 

h= ho + cah/at)p T'+ cah/ap)Tp'. 
(4.10) 

Recordant les definicions de compressibilitat isotèrmica del coeficient 
d'expansió tèrmica 

(4.11} 

i fent servir les relacions termodinàmiques 

hom pot escriure (4.10) en termes dels coeficients tèrmics del fluid. Introduint 
(4.10} en (4.S}-(4.7), obtenim el sistema linealitzat: 
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ap'/at + Po V•v =O, (4.13) 

p0 iJv/iJt =-Vp' + µ.V2v +('r, +µ./3)V(V·v), (4.14) 

PoCp[iJT'/iJt-(-y-l)(arr1 ap'/iJt] =~V2 T', (4.15) 

p' =-yc-2 (p' - aT'), (4.16) 

(4.17) 

és la velocitat de Laplace del so en un fluid ideal, en termes de la compressibilitat 
adiabàtica ks . 

A partir d'ara ens limitarem a estudiar la part longitudinal de la velocitat en el 
cas unidimensional [90]. La part transversal, com és sabut, decau ràpidament i és 
més difícil d'observar. Eliminant p' del sistema (4.13}(4.16), obtenim 

iJ2 p'/iJx2 =-yc-2 [iJ2 (p' - aT')/iJt2 - 2vcé13(p' - aT')/élx2 élt], (4.18) 

iJ2 T'/iJx2 =(c2qr1 él(T' -('Y- l)(ayr1 p']/iJt, (4.19) 

PoiJv/iJt = - iJ[p' +-y2v c-1 a(p' - aT')/iJt]/iJx, (4.20) 

on 2v i 2q són dues longituds característiques definides per 

2v = (,,, + 4µ./3) (poc2 r 1 (4.21) 

Tant des del punt de vista matemàtic com experimental, resulta convenient 
passar a l'espai de Fourier de les pertorbacions de pressió i temperatura. Així, 

p'(x,t) ➔ f>(k,w) exp[i(kx - wt)] 

T'(x,t) ➔ T(k,w) exp[i{kx - wt)] 

on considerem w real i k complex. Obtenim així, a partir de (4.18}(4.20): 

k2 j> =-yc-2[w2 {j>- aT) + iw2vck2(j>- aT)], 

k2 T = iw(c2q)-1 [T - ('Y - l) (ay)-1 j>] . 

{4.22) 

(4.23) 

Aquestes dues equacions algèbriques en i> i T només permeten una solució no nul·la 
si el determinant dels coeficients s'anul·la. Aquesta condició dóna la següent relació 
de dispersió entre k i w, 
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(4.24) 

Aquesta equació es denomina equació de Kirchhoff. Es pot resoldre exacta
ment i es pot obtenir la part real i la part imaginària de k en funció de w. Cal obser
,var, però, que en el cas de freqüències elevades, la velocitat de fase de les correspo
nents ones elementals és [90) 

Vp = w/Re(k) = 2( 12viq)112 [2v + 'Yiq ± (2v - 1iq)r112w112, ( 4.25) 

on Re(k) és la part real de k. Aquesta velocitat creix amb la freqüència i no té límit 
superior. Això ens indica que, a freqüències elevades, l'equació de Kirchhoff no és 
adequada, tal com és de suposar, i que cal per tant cercar extensions plausibles de la 
teoria per a freqüències relativament elevades. 

IV.3. TEORIA DE LES ONES ACÚSTIQUES AMB LES EQUACIONS CONSTinJ
TIVES GENERALITZADES 

Analitzem en aquesta secció la teoria de les ones acústiques corresponent a 
les equacions constitutives (2.32)-(2.34). En l'aproximació lineal, aquestes equa
cions es redueixen a 

q= Ta1~(µ104 - 'i/ r-1) , 

¡,v = Ta;~(µo1 pv + r-1 'i/ ·v) ' 

(PY)º= Ta;~(.µ21 pv + r-1V). 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

Tal com en el capítol anterior, els coeficients d'aquestes equacions poden 
identificar-se per comparació amb les equacions clàssiques i amb les corresponents 
extensions del tipus Maxwell-Cattaneo. En el límit estacionari, (4.26)-(4.28) es 
redueixen a 

pV = - (µ01 n-1 'i/ ·v , 

pv =- (JJ21 T)-lV, 

(4.29) 

(4.30) 

(4.31) 

i en comparar-les amb les equacions clàssiques (1.23)-(1.25) de Fourier i de 
Newton-Navier-Stokes, hom obté la següent identificació dels coeficients µ¡j en 
termes de la conductivitat tèrmica A, i de les viscositats tangencial µ i de volum t: 

(4.32) 
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A partir d'aquestes identificacions, les equacions (4.26}{4.29) es poden es
criure en la forma 

ei= (a10ATr1 (q+ A 'i/ T), 

¡,v =(aoon-l (pY + f'i/•y) • 

(i>v)°=(2a21µr 1 (i>v + 2µV). 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

Aquestes equacions poden ésser comparades amb les del tipus Maxwell-Cattaneo 
[90): 

ei =-Tïl(q + A'i/T)' 

¡,v =-T¡;i(pv + f'i/•v)' 

(PV)°= -Til (i>v + 2µV) ' 

(4.36) 

(4.37) 

(4.38) 

de forma que podem identificar els coeficients a¡j en funció dels temps de relaxació 
dels corresponents fluxos dissipatius 

Tenint en compte aquestes identificacions, l'equació de Gibbs generalitzada 
(2.19) es pot escriure com 

ds =r1du + T-1pdv - T¡ v(AT2)-1q•dq - Tov(tTr1pvdpV - T2v(2µTr1iw:c1PV 
(4.40) 

on ara tots els paràmetres tenen un significat físic definit i són, en principi, mesura
bles. Tal com en el cas de la conducció de calor, veiem que quan els temps de rela
xació en les equacions (4.36}{4.38) no són nuls, l'equació de Gibbs s'ha de modifi
car. En la literatura habitual, per contra, només es parla de les equacions constitu
tives sense fer cap referència a l'entropia, o bé conservant l'entropia clàssica. 

Estudiem ara les conseqüències de les equacions fenomenològiques (4.36) i 
(4.38) en la propagació del so en gasos. Suposarem per simplicitat que To =T2, de 
forma que podrem escriure (4.37) i (4.38) en una sola expressió 

pv =-2µV - (TJ - 2µ/3) ('i/•v)U - T23PV/3t (4.41) 

en analogia amb ( 4.3). Quan les equacions constitutives ( 4.36) i ( 4.38) s'intro
dueixen en les equacions de balanç de moment lineal i d'energia (1.2) i (I .3), hom 
obté, en l'aproximació lineal [90) , 

Po3Y/3t = - 'i/ p' + µ 'i/2Y + (71 + µ/3) 'i/ ('i/•y) - T3(Po3Y/3t +'ilp)/3t ,(4.42) 
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PoCpa[T' -('Y- l) (ayr1p'J/at =~ V2T'- T1P0Cpa2[T' - (-y- l) (ayr1p')/at2, 
(4.43) 

en lloc de les equacions anteriors corresponents, (4.14) i (4.15). 
Limitant-nos novament a l'estudi de la velocitat longitudinal en una dimensió, 

arribem a la següent relació de dispersió generalitzada: 

2q['Y2v + icw-1 (I - iWT2)]k4 + { (I - iWT¡)(l -iWT2)- iwc-1 [(l - iWT1)2v + 

+(l-iwT2)'Y2c¡J}k2 -w2c-2(1-iwT1)(1-iwT2)=0, (4.44) 

en lloc de l'equació de Kirchhoff (4.24). Pot demostrar-se [90) que aquesta equació 
no porta a la dificultat anterior respecte a la velocitat de fase, que creixia amb la 
freqüència sense límit superior, sinó que en aquest cas es troba que la velocitat de 
fase vp = w*Re(k) s'acosta per a grans freqüències a un valor constant independent 
dew. 

IV.4. COMPARACIÓ AMB MESURES EXPERIMENTALS 

Les conseqüències de (4.44) es poden comparar amb les mesures experimentals 
de propagació d'ones acústiques, tant en medis densos com en gasos rarificats. 
Aquest tipus d'experiments és de gran interès com a prova de validesa dels diferents 
models en la teoria cinètica dels gasos, i han estat analitzats des d'aquest punt de 
vista per diversos autors [92). Els experiments més detallats i extensos sobre propa
gació del so en gasos monoatòmics diluïts són els de Greenspan [93 J i els de Meyer i 
Sessler [94) en argó. 

Per facilitar la comparació amb els experiments, suposarem que T = T 1 = T 2 , 
tal com pot ésser justificat, d'altra banda, a partir d'arguments elementals sobre 
propietats de transport en teoria cinètica. Tant T1 com T 2 són de l'ordre de 
Nv on A és el recorregut lliure mitjà i v és la velocitat mitjana de les molècules. 
Com que 2v i 2q, definits en (4.21), estan fixats per les propietats d'equilibri del gas, 
només queda un paràmetre lliure, T, en l'equació de dispersió (4.44) i, en conse
qüència, la comparació amb les dades experimentals pot donar un valor explícit 
per a T, que ha d'ésser consistent amb l'avaluació d'ordre de magnitud T 5!!! Nv. 
La comparació amb els experiments s'acostuma a fer per mitjà de l'anàlisi de la velo
citat de fase vp en funció de la freqüència w. Mentre la teoria clàssica porta per a 
freqüències,elevades a un quocient c/vp nul, els experiments de Greenspan i de 
Meyer i Sessler demostren que el quocient c/vp tendeix a un valor quasi constant no 
nul quan w augmenta. 

Per a facilitar la comparació al màxim, recordem que en un gas monoatòmic ra
rificat, la velocitat adiabàtica del so és 

c = ('YkT/m)112 , (4.45) 

on 'Y = Cp/Cv = 5/3, k és la constant de Boltzmann i m és la massa de les molècules. 
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A més, el recorregut lliure mitjà pot ésser identificat com 

(4.46) 

Finalment, recordant que el coeficient de viscositat volumètrica és zero i que el 
nombre adimensional 

(4.47) 

és constant per a tots els gasos monoatòmics, podem escriure l'equació de dispersió 
de Kirchhoff en funció de les variables adimensionals 

1'=Ak. 

Tenint en compte que, a partir de (4.46) i de les definicions (4.21), 

'l.v/A=4/3, 'l.q/A =3f/S, 

podem escriure l'equació de dispersió de Kirchhoff ( 4 .24) en la forma 

[4f/3 + i3f/SE)1'4 + [l - i(3f + 4)E/3)1'2 - E2 =O 

(4.48) 

(4.49) 

(4.50) 

i, anàlogament, l'equació de dispersió generalitzada (4.44) pren la forma [90) 

(4f/3 + i3f(l - iXf)/SE]1'4 + ((l - iEX)2 - Ei(3f + 4) (l -iEx)/3]1'2 -

-E2(1- iEX)2 =O' (4.51) 

on X = CT/A. A partir d'aquesta darrera equació, hom pot calcular el quocient 
1'/E en funció de E per a obtenir una comparació directa amb les dades experimen
tals, ja que de fet c/vp = Re(1'/E) i E= 21rN"Ao, on "Ao = 21rc/w és la longitud d'ona 
del so. 

La comparació amb les dades experimentals demostra [90) que a baixes fre-
qüències el comportament de c/vp corresponent a l'equació de Kirchhoff concorda 
amb les dades experimentals, mentre que en canvi hi ha discrepàncies notables quan 
la longitud d'ona és curta en comparació amb el recorregut lliure mitjà. Per tant, en 
comparar (4.50) amb (4.51), veiem que per a N"Ao < 10-1, el valor de la constant T 

ha d'ésser tal que el producte EX= WT sigui negligible en comparació amb la unitat, 
mentre que per a N"Ao ~ l, aquest producte pot ésser de l'ordre de la unitat. Hom 
pot obtenir així una avaluació de T imposant la condició w0 T = l, on w0 és la fre
qüència corresponent a N"Ao = l. Aquesta condició porta a T = (21r)-1(Nc), de 
forma queTés efectivament de l'ordre de magnitud del recíproc de la freqüència de 
la col·lisió, tal com havíem previst. 

A partir del valor de T podem calcular Re( 1'/ E) = c/vp per a diferents valors de 
N"Ao. A partir de càlculs numèrics, Carrassi i Morro [90) han comprovat que el 
valor de T que s'ajusta més a les dades experimentals és lleugerament menor que 
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T= Nrrc, d'acord amb les previsions anteriors sobre l'ordre de magnitud correspo
nent. A la Taula I doneu alguns valors de c/vp per a T = Nrrc, obtinguts per 
Carrassi i Morro [90], junt amb les dades experimentals corresponents i els respec
tius valors calculats a partir de l'equació de Kirchhoff. 

Taula l 

Valors numèrics de c/vp deduïts de (4.50), (4.51) i de les dades experimentals 
corresponents per a diversos valors de N"Ao. • 

N"Ao 0,25 0,50 1,00 2,00 4,00 7,00 

(c/vp)Kir. 0,40 0,26 0,19 0,13 0,10 0,07 

(c/vp)gen. 0,52 0,43 0,44 0,47 0,48 0,49 

(c/vp)exp. 0,51 0,46 o.so 0,46 0,46 0,46 ±796 

Hom pot veure a partir d'aquests valors que el comportament de c/vp segons 
l'equació de Kirchhoff s'aparta de les dades experimentals més i més a mesura que 
N"'Ao augmenta, mentre que els valors de c/vp deduïts de l'equació de dispersió 
generalitzada ( 4.5 l) resten més o menys constants i estan en bon acord amb les 
dades experimentals. Naturalment, per a una determinació més acurada de T és 
necessària una anàlisi numèrica més detallada. 

Carrassi i Morro [91) també han demostrat que la corba d'absorció Im(1'/t) en 
funció de t deduïda a partir de ( 4.5 l) està en un acord amb les dades experi
mentals millor que no pas la corba deduïda de l'equació de Kirchhoff (4.50). 
Tanmateix, aquesta corba és molt sensible al valor de T triat per ajustar les dades de 
dispersió. En llur anàlisi de la corba d'absorció, aquests autors han escollit X = 0,18, 
imposant la condició XE* = w*T = l per al valor de la pressió corresponent a 
N"Ao = 0,885. Amb aquest valor han obtingut un bon acord amb els experiments 
en la regió de valors e= 10-1 fins a e= l, on e =(16/5) ('y/2rr)112(N"Ao). En aquesta 
darrera regió, en canvi, els resultats deduïts de les expressions de Bumett i super
Bumett de la teoria cinètica [29) són molt menys satisfactoris que no els deduïts de 
la teoria macroscòpica generalitzada. 

Respecte al comportament asimptòtic de les corbes de dispersió i absorció, 
Carrassi i Morro han arribat a les conclusions següents: 
a) Dispersió: hom pot definir la propagació d'ones exigint l'existència de super
fícies característiques com a conseqüència de les equacions diferencials que des
criuen els fenòmens físics. En aquest sentit, les equacions de Navier-Stokes no 
permeten una definició del front d'ona com a superfície característica, i el mateix 
s'esdevé amb les equacions de Bumett. En canvi, sí que es poden definir aquestes 
superfícies en el context de la present teoria i també en el mètode de moments de 
Grad de la teoria cinètica. 
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b) Absorció: El valor asimptòtic-de la corba d'absorció no pot ésser constant per a 
freqüències altes, sinó que ha d'anul-lar-se almenys com w-'l. Aquesta condició 
general és satisfeta per les corbes d'atenuació de totes les teories (Navier-Stokes, 
extensió de la termodinàmica de processos irreversibles, Burnett i Grad). 

En aquest capítol hem vist com els experiments amb ultrasons en gasos es 
poden descriure molt millor amb les equacions constitutives generalitzades que no 
pas amb la teoria clàssica. D'altra banda, aquests experiments ens permeten d'obte
nir valors per als temps de relaxació T. Per manca de dades sobre propagació d'ultra
sons en líquids, ens hem limitat al cas de propagació en gasos rarificats. De totes 
maneres, les nostres equacions fenomenològiques són més generals i menys compli
cades que les de la teoria cinètica i podrien aplicar-se doncs a la propagació d'ultra
sons en medis densos. 

IV.S. ATENUACIÓ D'ULTRASONS EN METALi.S 

La teoria no local exposada en la part sisena del capítol anterior es pot aplicar 
a l'estudi de l'atenuació d'ultrasons en metalls [153). Hom ha dut a terme molts 
experiments i proposat moltes teories sobre aquest fenomen, perquè dóna informa
ció sobre la interacció dels electrons amb la xarxa, a partir de la qual hom pot obte
nir la forma del pseudopotencial emprat habitualment per al càlcul d'espectres de 
fonons, de resistivitat, de massa efectiva i de temperatura de transició superconduc
tora [154-155). Des d'un punt de vista teòric, els resultats experimentals d'atenua
ció d'ultrasons en metalls foren explicats per Mason [156) a partir d'un model feno
menològic que atribueix l'atenuació a la viscositat del gas d'electrons. Aquesta 
teoria fou perfeccionada per Morse [157) i Hali [158), sempre enel règim hidrodinà
mic en què el nombre d'ona k de la pertorbació multiplicat pel recorregut lliure 
mitjà fl dels electrons és molt menor que la unitat. Tanmateix, una bona part de 
l'activitat experimental s'ha dut a terme en el règim kfl ~ l (ultrasons pròpiament 
dits), és a dir, fora del règim hidrodinàmic estricte. Com que la nostra teoria té un 
abast més ampli que no el de la teoria clàssica, és interessant estudiar amb ella 
aquest fenomen. 

Les equacions constitutives adoptades per a la pressió viscosa dels electrons, 
pv, i per al flux de corrent elèctric, J, que són els dos fluxos que intervenen en 
aquest problema, són (153) 

(4.52) 

per analogia amb (3.34) i 

T'J ·- oE =-J, (4.53) 

essent E el camp elèctric, µ la viscositat tangencial, o la conductivitat elèctrica, 
T i T' els temps de relaxació respectius de pv i de J i 2µ-yT = 11 el quadrat de la lon
gitud d'atenuació espacial de la pressió viscosa. Tal com al capítol anterior, la teoria 
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termodinamica porta a les conclusions habituals µ > O, a > O, T > O, T'> O i a la 
nova conclusió 11 > O. 

Quan aquestes equacions constitutives s'inclouen en les equacions de conserva
ció de la massa, l'impuls i l'energia, hom pot estudiar la propagació d'ones en el 
metall. S'arriba així a les següents relacions per al temps d'atenuació ªt i per a la 
velocitat d'ona c': 

ª2 c' =c[l -~ 1112, 

onµ' = µ/ p i c és la velocitat del so. Quan 11 k2 < l, (4.54), s'esdevé 

at = (2/3) µ'k2 ( l - 11 k2 ). 

(4.54) 

(4.55) 

(4.56) 

Aquests són els resultats de la teoria fenomenològica. Ens podríem demanar ara 
pel valor quantitatiu de 11, i per si realment aquest paràmetre és positiu, tal com 
preveu la teoria tennodinàmica. Podem aconseguir aquests objectius si comparem 
( 4.56) amb els resultats de les teories microscòpiques desenvolupades en estat sòlid 
[159-161]. Segons la teoria de Pippard [159-160], l'expressió general del factor 
d'atenuació ai és 

_ l (k2)2 tan-1 (k2) 
ªt -(Nm/2PT) [ 3 k2 - tan-1 (k2) - l] ' (4.57) 

on N és la densitat numèrica d'electrons i m la massa de l'electró. En el límit en què 
k2 < l, aquesta expressió es redueix a 

(4.58) 

que és anàloga a ( 4.56) i que ens permet obtenir per a 11 el valor 11 = (9/35)22 • 

Aquest resultat, a més de donar un valor quantitatiu explícit per a 11, confirma la 
predicció termodinàmica 11 > O. 

En el cas dels metalls, el terme de relaxació espacial és més important que no 
pas el de relaxació temporal. En canvi, en el cas dels gasos monoatòmics s'esdevenia 
el contrari. L'explicació d'aquesta diferència és senzilla. Els termes de relaxació 
temporal són de l'ordre de WT, mentre que els termes no locals són de l'ordre lt2 k2 • 

Com que 2 ~ TV, essent v la velocitat mitjana de les partícules, i com que la veloci
tat del so és aproximadament c = w/k, veiem que el terme WT es pot negligir en 
comraració amb (k2)2 quan k2 > c/v. Anàlogament, es pot negligir el terme en 
(k2) en comparació amb WT quan k2 <c/v. En els metalls, v és la velocitat de 
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Fermi, de l'ordre de 106 m/s, mentre que la velocitat del so c és de l'ordre de 
103 m/s. Així, durant un cert domini de valors de kR hom pot negligir la relaxació 
temporal en comparació amb els termes no locals, com ho hem fet en el cas dels 
metalls. En els gasos, en canvi, c i v són del mateix ordre i, per tant, en el problema 
que hem estudiat aquí, hom pot negligir els termes no locals en comparació amb els 
termes de relaxació, com ho hem fet en estudiar el cas dels gasos. 





V 

FLUIDS DE SEGON ORDRE 

V.l. INTRODUCCIÓ 

En les nostres expressions de l'equació de Gibbs, del flux d'entropia i de les 
equacions constitutives, hi apareixen diversos productes de les forces termodinàmi
ques i els fluxos dissipatius. Mentre en els dos capítols precedents ens hem dedicat 
a l'estudi de problemes lineals, en aquest capítol considerem alguns d'aquests 
termes no lineals (95]. En particular, estudiem els termes no lineals de l'equació 
constitutiva per a la pressió viscosa d'un fluid, i obtenim d'aquesta forma l'equació 
constitutiva dels fluids de segon ordre. Els efectes no lineals en aquests fluids, que 
són una bona descripció, per exemple, de moltes dissolucions de polímers, són fàcil
ment observables al laboratori i han estat recentment l'objecte de molts estudis 
pràctics i teòrics (96,97]. 

V.2. L'EQUACIÓ DE GIBm GENERALITZADA I L'EQUACIÓ CONSTmJTIV A 

Per a un màxim de simplicitat, considerem un fluid viscós i incompressible en 
absència de flux de calor. L'entropia específica s se.suposa funció de l'energia 
interna específica u i del tensor de pressions viscoses pv_ En aquest cas, l'equació 
de Gibbs generalitzada (2.19) esdevé 

(S.I) 

i ic1 pr,1 .. ucció d'entropia (2.21) se simplifica a 

(5.2) 

ja que en aquest cas el flux d'entropia (2.1 l) s'anul·la en absència del flux de calor. 
Per a obtenir una equació per a (PY) · al més general possible, tenim en compte 

la transformació (2.24), on ara suposem que B = W, la part antisimètrica del gra
dient de velocitats, de forma que 

(5.3) 

Si hom té en compte el principi d'objectivitat, es troba que b =l,¡ en aquest 
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cas (5.3) és la derivada temporal corrotacional (95, p.94), que és la derivada tempo
ral observada en el sistema de coordenades que gira junt amb l'element de fluid 
considerat. Sembla que experimentalment es confmna que b = l. Per això, i per 
a facilitar la comparació amb la bibliografia, ens limitarem a aquest cas. 

Com que ens interessa obtenir una equació per a (PV)', suposarem que en 
l'expressió bilineal (5.2), -T-1(V- ~ 1fiy*) és funció de fiv. La forma més general 
d'aquesta dependència en sistemes isòtrops és 

(5.4) 

on els coeficients #lij són escalars que depenen d'u i dels invariants de pv_ Com que 
la traça del terme de l'esquerra és nul·la, tenim sobre µ20 la restricció 
µ 20 = (2/3)µ22 11, on II és el segon invariant principal de fiv. Quan aquesta expressió 
és introduïda a (5.2) hom troba la següent restricció sobre els coeficients: 

(S.S) 

Aquesta desigualtat es pot escriure en la forma (95, p.52) 

(5.6) 

on II i Ill són el segon i el tercer invariants principals de pv [96, p.18). El segon 
invariant é\ yna magnitud definida negativa ja que en el nostre cas 
11 = -(l/2)Pv:pv, però Ill pot tenir qualsevol signe. Per tant, la restricció (5.6) 
imposa que 

-211µ2 l (11,III) ;;;i. -3IIIµ22 (11,III). (5.7) 

En aquest punt hem estat més generals que en (2.31), ja qve hem permès que 
els coeficients fenomenològics #lij depenguin dels invariants de pv. Naturalment, si 
hom suposa que els coeficients no depenen dels invariants, i tenint en compte que 
Ill és independent de II i que pot tenir qualsevol signe, l'única possibilitat consis
tent amb (5.6) és que µ 22 =Oi µ 21 > O, d'acord amb (2.31). 

Tenint presents aquestes restriccions, l'equació d'evolució del tensor de pres
sions és 

Podem interpretar aquesta equació en el sentit clàssic com una equació cons
titutiva per a jv, 

pv =-µ,ar-1v + #l22PV2 + (2/3)µ22IIU - r-1~1Pr*J. (5.9) 

Aquesta equació conté com a aproximació de primer ordre la llei lineal de Newton
Navier-Stokes 
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(5.10) 

onµ és la viscositat tangencial i µ 21 =(2Tµ)-1. En introduir aquesta primera apro
ximació en el membre de la dreta de (5.9) hom obté, per a la segona aproximació, 

• (2) 0 2 ° 2 .:r2 pv =-2µV - 4µ a2 1 Vf + 4Tµ ll22 .-- + (4/3)Tllll22II'U, (S.l l) 

on 11' ara és el segon invariant principal del gradient de velocitats. Aquesta equació 
és ben coneguda en la teoria de fluids no newtonians, com ho veurem a continuació. 

V.3. L'EQUACIÓ CONSTITUllVA DELS FLUIDS DE SEGON ORDRE 

Partint de la hipòtesi que el tensor de pressions viscoses depèn del gradient de 
velocitats, Reiner i Rivlin obtingueren per a la corresponent equació constitutiva en 
fluids isòtrops la següent equació [13, 96): 

(S.l 2) 
. 

en la qual els coeficients 'Yi són funció d'u i dels invariants de V. Bé que aquesta 
equació prediu efectes de tensió normal [97] que estan exclosos de la teoria clàssica 
de Navier-Stokes, porta a una igualtat per a les dues funcions viscomètriques de 
tensió normal, en contradicció amb experiments en alguns fluids com per exemple 
dissolucions de poliisobutilè [97]. Per evitar aquesta limitació, Rivlin i Ericksen [13] 
proposaren una equació constitutiva més general, del tipus 

(5.13) 

que defineix els fluids diferencials de Rivlin-Eric~sen d'ordre n. Els Am són els ten
sors objectius de Rivlin-Ericksen d'ordre m. En sistemes isòtrops, i fins a segon 
ordre, l'equació (5.3) es redueix a 

(5.14) 

on A1 i A2 són respectivament 

(5.15) 

és a dir, A2 és la derivada convectiva d'A1. Aquesta equació constitutiva prediu 
valors diferents per a les funcions viscomètriques de tensió normal, i resulta adient 
per a la descripció de diversos fluids tals com dissolucions de polímers, amb la con
dició que els efectes de memòria siguin poc importants [97]. 

Comparant les equacions (5.11) i (5.14) observem que són equivalents, i podem 
identificar 
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f1o =(4/3)T1A1L22II'. (5.16) 

Tal com hem comentat, quan µ i µ22 són independents dels invariants del 
tensor de pressions (o de velocitat), tenim µ22 =Oiµ> O. D'altra banda, com que 
l'entropia ha d'ésser maxima a l'equilibri, els criteris d'estabilitat respectius imposen 
que a21 < O. Aquests resultats han estat obtinguts també per Dunn i Fosdick [98], 
a partir d'una anàlisi termodinàmica dels fluids de segon ordre en l'esquema de la 
termodinàmica racional. 

Veiem en conseqüència que la nostra teoria pot incloure de forma lògica i 
coherent algunes equacions constitutives no lineals de conseqüències pràctiques, 
com la dels fluids de segon ordre. Podem observar, a més, que la nostra teoria porta 
directament a les equacions de Rivlin-Ericksen i dóna de forma immediata el terme 
que manca a les equacions de Reiner-Rivlin. 

Observem, també, que no sempre és possible desenvolupar pv en funció de V, 
tal com ho hem fet a (5.9)-(5.11). En aquest cas, hom pot estudiar directament 
l'equació (5.8), que ens descriu un fluid viscoelàstic no lineal [97]. En els fluids 
viscoelàstics es presenta el fenomen de relaxació, és a dir, que pv pot ésser diferent 
de zero per uns instants encara que V i les seves derivades siguin nul·les. 

Finalment, ja que estem considerant els efectes no lineals, cal comentar que el 
terme no lineal qq de l'equació (2.34) del tensor de pressions viscoses també té un 
significat físic observable, que fou estudiat per primera vegada, i de forma bastant 
extensa, per Maxwell (99). 



VI 

COMPONENTS RAPIDS I LENTS DE LES FLUCTUACIONS 
filDRODINÀMIQUES 

VI.l. INTRODUCCÓ 

Fins ara, hem estudiat les equacions deterministes que descriuen l'evolució dels 
fluxos dissipatius. No obstant això, per raó de llur estructura microscòpica discreta, 
els sistemes macroscòpics sempre presenten fluctuacions inevitables. El propòsit 
d'aquest capítol és analitzar les fluctuacions de sistemes termodinàmics al voltant 
d'estats estacionaris d'equilibri i fora d'equilibri. Aquest problema ha suscitat darre
rament un gran interès en una àmplia varietat de sistemes, tals com hidrodinàmics, 
elèctrics, magnètics, químics i òptics, per exemple, i tant des d'un punt de vista 
microscòpic com macroscòpic [100-103). 

A més de l'interès actual en aquestes qüestions, el tema tractat en aquest 
capítol té certes implicacions més fonamentals. En efecte, si una magnitud pretén 
ésser considerada com a entropia, ha de satisfer, si més no en equilibri, la coneguda 
relació de Boltzmann S = klnW, on W és el nombre de microstats corresponents a 
un macrostat donat o, en altres paraules, la probabilitat del macrostat. Per tant, 
cal provar si la nostra entropia satisfà la relació de Boltzmann. 

D'altra banda, aquest capítol representa un canvi en el paper que hi juga l'en
tropia. Fins ara, l'entropia ha jugat només un paper restrictiu sobre les equacions 
d'evolució dels fluxos dissipatius. Com que hem obtingut una expressió explícita 
per al diferencial de l'entropia, és lògic que ens preguntem quina informació 
suplementària podem obtenir d'aquest coneixement explícit. En conseqüència, el 
paper de l'entropia en aquest capítol serà més informatiu que no pas merament 
restrictiu, com ho era en els capítols precedents. 

VI.l. FLUCTUACIONS RÀPIDES EN EQUILIBRI. HIPÒTESI D'EINSTEIN 

Hem trobat en el capítol 4 una expressió explícita (4.40) per a l'equació de 
Gibbs generalitzada, on els termes no clàssics han estat identificats en funció dels 
temps de relaxació dels fluxos dissipatius i dels corresponents coeficients de 
transport. Teníem 

ds =r1du + T-1pdv - (T1v/~T2 )q•dq - (T0 v/IT)pYdpv - (T2 v/2µT)PY:c1Pv. 
(6.1) 
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Naturalment, en equilibri el valor mitjà de q, pv i pv és zero, i aquesta equació 
de Gibbs generalitzada es redueix a l'equació de Gibbs habitual. En canvi, el dife
rencial segon de l'entropia, obtingut per diferenciació de (6.1), no es redueix al di
ferencial segon de l'~ntropia clàssica, sinó que té alguns termes addicionals que pro
venen de la part no clàssica de (6.1). Tal <¡om demostràrem, [104-106), aquests 
termes descriuen les fluctuacions de q, pv i pv al voltant de llurs valors nuls d'equi
libri. 

Partint de la relació de Boltzmann S =klnW, Einstein observà que la probabili
tat d'una fluctuació al voltant d'un estat d'equilibri és donada per [4,107] 

Pr ~ exp(~S/k) (6.2) 

on k és la constant de Boltzmann i~·s la variació d'entropia deguda a la fluctuació 
corresponent. Pot fer-se el següent desenvolupament: 

(6.3) 

Com que en equilibri S és màxima, tenim (6S)e4 = O i (62 S)eq < O, i negligint ter
mes d'ordre superior en (6.3) tenim la següent aproximació gaussiana per a la proba
bilitat de les fluctuacions [ l 06]: 

Pr(8u, 8v, 8q, cSpY, cSPY) ~ exp { (1/2k)[(i)2s/i)u2) (8u)2 + (a2s/av2) (8v)2 + 
+ (a2s/auav)6u6v - (T¡ v/>..T2) (6q). (6q)- (Tov/tT) (6pY)2 -

- (T2V/2µT) (6PY):(6PY)]} . (6.4) 

Evidentment, les fluctuacions dels fluxos no estan correlacionades amb les de les 
variables clàssiques, ja que els termes corresponents en (6.4), proporcionals als 
valors mitjans dels fluxos respectius, s'anul·len en equilibri. Abans de començar el 
nostre estudi, observarem que les fluctuacions de q, pY i ~v. en vista de les equa
cions constitutives (4.33)-(4.35), es poden escriure com 

6q =->..V6T + 6q', 

6pY = -rV•6v + 6pY' , 

c5pv = -2µ6V + c5pv, . 
. 

(6.S) 

(6.6) 

(6.7) 

Les fluctuacions 6T i 6v són lentes en comparació amb 6q', 6pv• i c5pv•, ja que el 
temps de relaxació d'aquestes darreres és de l'ordre de T1 , To i T2, respectivament, 
que tenen valors molt petits. En canvi, les fluctuacions de temperatura i de velocitat 
decauen segons els temps de relaxació hidrodinàmics, de l'ordre de T(6T)~ pcp/>..k2 
i T(6v)~ 1/vk2, on k és el mòdul del corresponent vector d'ona i, en l'aproximació 
hidrodinàmica de grans longituds d'ona, k tendeix a zero. Denominarem per tant 
fluctuacions lentes les associades amb 6T i 6v i fluctuacions ràpides les associades 
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amb 6q', 6pv• i 6~v•. Iniciarem el nostre estudi amb la consideració de les fluctua
cions ràpides. 

La probabilitat de les fluctuacions ràpides en l'aproximació gaussiana (6.4) ens 
porta a les expressions següents per als segons moments de les fluctuacions: 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 

on~iklm = 6u6km + 6¡m6k1 - (2/3)6¡k6lm· Observem que aquestes expressions 
ens relacionen els coeficients dissipatius )., r i µ., propietats de no equilibri, amb les 
fluctuacions en equilibri dels fluxos dissipatius. Aquest és precisament el teorema 
de fluctuació-dissipació [107, 108), que és un resultat bàsic de la moderna mecà
nica estadística fora d'equilibri, ja que permet calcular propietats de no equilibri 
a partir de fluctuacions en equilibri. 

Una de les formes generals del teorema de fluctuació-dissipació més conegudes 
és la formulació de Green-Kubo [36) segons la qual 

).=(kr2r 1v Ío· dt<6q1(t) 6q1(0)), 

µ. =(kT)-1v J0• dt<6PI2(t) 6~2(0)), 

r =(krr1v Ío- dt(cSpY(t) cSpY(0)), 

(6.1 l) 

(6.12) 

(6.13) 

en un sistema isòtrop, on els 6q, cSpV i c5j,v han estat calculats per unitat de volum. 
Aquestes expressions es poden deduir rigorosament en el cas que hom pugui asso
ciar un hamiltonià amb la pertorbació del sistema, i llur deducció s'ha de basar en 
algunes hipòtesis suplementàries quan la pertorbació no és associada a cap hamil
tonià, sinó que és deguda a inhomogeneïtats en el sistema. 

Veiem que per a establir una relació entre (6.11)-(6.13) i (6.8)-(6.10) ens cal 
l'evolució dels fluxos dissipatius. Amb aquesta intenció suposarem, com Onsager 
[109), que l'evolució de les fluctuacions és descrita per les mateixes equacions que 
regeixen la resposta del sistema a les pertorbacions externes. En el nostre cas, això 
vol dir que l'evolució de les fluctuacions ha de satisfer (4.33)-(4.35), és a dir, 

(6qD. = -Tïl Bq¡ , 

(6pY')"= -T¡;16pY' , 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 

En conseqüència, la correlació temporal de les fluctuacions corresponents és des
crita per [107): 
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(6qI(t) 6qj(t +t'))= kXT2 Tj1 v-1 6¡j exp(-lt'ITj1), 

(6pV'(t) 6pV'(t +t'))= kITTj¡1 v-1 exp(-lt'IT01), 

(6.17) 

(6.18) 

(6.19) 

Quan aquestes expressions s'introdueixen en les fórmules (6.11)-(6.13) hom obté 
precisament (6.8)-(6.10). Podem concloure per tant que les fórmules (6.8){6.IO) 
s6n l'expressió particular del teorema de fluctuació-dissipació en el cas que la 
dinàmica de les fluctuacions dels fluxos sigui exponencial. És ben sabut que aquesta 
idea s'ha vist pertorbada per l'aparició de cues temporals llargues [36) en les fun
cions de correlació dels fluxos totals. Observem, en aquest punt, que ens hem limi
tat a considerar les fluctuacions ràpides de (6.S)-(6.7). La inclusió de les fluctua
cions lentes ens portaria també a divergències de (6.11)-(6.13) degudes a cues tem
porals. Tanmateix, en equilibri estricte, els gradients de T i de v són nuls, i en 
aquest cas particular la correspondència de (6.8){6.10) amb (6.11)-(6.13) és rigo
rosa. Observem, finalment, que en el nostre formalisme hom obté el teorema de 
fluctuació-dissipació en un pla d'igualtat amb les expressions de les fluctuacions de 
les variables clàssiques, i que ambdós resultats es poden incloure en una sola fónnu
la, la (6.4). 

Podem interpretar els nostres resultats per a les fluctuacions d'una forma lleu
gerament diferent. Observem que en el cas en què els temps de relaxació T1 , To i T2 
tendeixin a zero, les fòrmules (6.17)-(619) tendeixen a 

(6q¡'(t)6qj'(t +t'))= 2kXT2v-16¡j6(t') , 

(6pY'(t)6pY'(t +t'))= 2ktrv-16(t'), 

<6P¡k(t)6Pf~(t +t'))= 2kµTv- 16¡k1m6(t') . 

(6.20) 

(6.21) 

(6.22) 

Aquestes expressions coincideixen amb les obtingudes per primera vegada per 
~dau i Llfshitz (110] per al soroll estocàstic de les equacions hidrodinàmiques, i 
que han estat després estudiades i confirmades per diferents mètodes. Així, Fox i 
Uhlenbeck [ 111 J les han obtingudes en l'esquema de la teoria general de processos 
gaussians-markovians estacionaris. Des de la teoria cinètica, han estat recuperades 
per Bixon i Zwanzig [112), Fox-Uhlenbeck [111) Logan i Kac [113), Tokuyama i 
Mori [114) i Malek-Mansour, Brenig i Horsthemke [115). Keizer [116-118) ha pro
posat una fonna diferent d'aconseguir-les partint d'una teoria de processos molecu
lars elementals que penneten considerar les equacions hidrodinàmiques com a equa
cions mestres. Cal fer notar que tots aquests autors han tractat el cas markovià 
(6.20)-(6.22) i que la nostra expressió (6.17)-(6.19) és en canvi no markoviana, si
nó que correspon a un soroll estocàstic del tipus d'Ornstein-Uhlenbeck. Sorolls 
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d'aquesta mena han estat recentment l'objecte de nombroses recerques [l 19, 120] 
en diversos camps de la física. En la nostra formulació, s'obtenen de forma directa i 
immediata. La presència dels temps de relaxació T no nuls permet evitar certes di
vergències que apareixen en la teoria markoviana (121] i, per tant, presenten res
pecte a la teoria clàssica un avantantge suplementari, a afegir al de la velocitat fini
ta per a la propagació de pertorbacions dissipatives. 

Hem vist que les fluctuacions dels fluxos dissipatius, descrites per (6.17)-(6.19), 
es poden considerar com un soroll estocàstic en les equacions hidrodinàmiques 
generalitzades corresponents: 

(6.23) 

Així, les fluctuacions ràpides són el soroll estocàstic de les equacions de les variables 
lentes. Ara bé, el nostre sistema té moltes més variables que no pas les catorze que 
hem triat (les clàssiques més els fluxos dissipatius). Hom pot suposar, anàlogament, 
que l'efecte de totes les altres 6N-14 variables restants, molt més ràpides que no pas 
les que hem escollit, actua com a soroll estocàstic en les equacions d'evolució de les 
fluctuacions cSq: 6pv• i c5~v•. Tractarem a continuació d'obtenir un mínim d'infor
mació sobre el soroll estocàstic degut a aquestes variables encara més ràpides. Tenint 
en compte aquest soroll estocàstic, les equacions (6.14)-(6.15) es poden escriure de 
la forma 

(6q¡')' = -TÏ16q¡' + f1 i, 

(cSpV')' = -r¡;1cSpV' + fo ' 

(«SP~")° =-r216Pij' +f2ij. 

(6.25) 

(6.26) 

(6.27) 

Aquestes equacions tenen la forma de la cèlebre equació de Langevin [36, 107] 

(6.28) 

on a¡ és la fluctuació d'alguna magnitud respecte al seu valor d'equilibri n¡, G¡j és la 
matriu fenomenològica de coeficients de relaxació i f¡ és un soroll estocàstic blarw 
(markovià). La matriu de covariància de les forces aleatòries f¡ consistent amb la 
distribució de Boltzmann-Planck d'equilibri de les n¡ és donada per una altra forma 
del teorema de fluctuació-dissipació segons la qual [36, 107, 111 ]: 

(6.29) 

on Ejk = -k(a2s/an¡anj)eq• Comparant (6.25)-(6.27) amb (6.28) i emprant (6.29) 
trobem per a la matriu de covariància de les forces més ràpides: 
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<fo(t)fo(t +t'))= 2kfTTo2v-16(t'), 

(6.30) 

(6.31) 

(6.32) 

on hem suposat que el temps de relaxació dels sorolls f és negligible comparat amb 
els temps de relaxació T dels fluxos dissipatius. Obtenim així un esquema en què 
les variables excloses de la formulació fan de soroll estocàstic en les equacions dels 
fluxos dissipatius, i aquests fan de soroll estocàstic d'Ornstein-Uhlenbeck a les 
equacions hidrodinàmiques de les variables clàssiques. 

VI.3. FLUCTUACIONS RÀPIDES EN EQUILIBRI. FORMULACIÓ D'ONSAGER
MACHLUP 

La relació d'Einstein Pr ~ exp(62 s/2k) descriu la probabilitat de les fluctua
cions, però no ens informa sobre la correlació temporal d'aquestes fluctuacions. 
Onsager i Machlup [ 122) estudiaren aquest darrer problema. El resultat principal de 
llur formulació és que la probabilitat d'un determinat camí (o tub de camins) des 
d'un estat lac,} en un instant t0 a un estat j a 1 } en un instant t 1 per a un sistema 
que fluctua espontàniament és 

Pr ~ exp {-(l/2k) f:; (q, + 1/1 - a)dt} . (6.33) 

Els ja¡ l indiquen el conjunt de variables que defineixen l'estat del sistema. q, i 1/1 
són les funcions de dissipació, definides respectivament per 

tt, < a,a) = e 1/2)a¡R¡jekj • 

1/l(U) =(I/2)t¡Rij1Ej, 

i a és el terme de producció d'entropia, donat per 

(6.34) 

(6.35) 

En aquestes expressions, els a indiquen els fluxos dissipatius, mentre que les forces 
termodinàmiques t són, en el cas en què els fluxos contribueixin apreciablement a 
l'entropia (19), 

(6.36) 

R és la matriu dels coeficients de resistència, que relacionen les forces amb els 
fluxos a través de lleis fenomenològiques lineals, 
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(6.37) 

Si hom no té en compte les fluctuacions, l'evolució del sistema des de l'estat 
{ ao l en t0 a l'estat { a 1 l en t1 és donada pel camí que maximitza la probabilitat 
(6.33) i que és precisament el que satisfà les equacions (6.37). En canvi, si conside
rem l'efecte de fluctuacions aleatòries, un conjunt de camins esdevé possible i 
aleshores l'equació (6.33) ens dóna la probabilitat d'un determinat tub de camins 
subjectes a les restriccions { o(to) l = { ao l i { o(t1) l = { a1 l . 

Ací, ens formulem una pregunta concreta: ¿quina és la probabilitat relativa 
perquè en un moment donat es presenti en un punt donat una fluctuació 6q0 ', 

6J.1X', 6l'X' dels fluxos al voltant de llurs valors estacionaris respectius? Per obtenir 
una resposta concreta a partir de l'expressió (6.33) per a la probabilitat tindrem en 
compte que les funcions de dissipació q, i 1/1 i la producció d'entropia estan donades 
en el nostre cas per 

q, =(2T2xr1q2 + c2nr1Pv2 + (4T1,1r1¡,v:¡,v. 

1/1 =(N2T2){ VT +(T1/X)q }2 +(t/2T){ V•v+(To/t)pY }2 + 

+ (µ/T) {V+ (T2/2µ)PY"}: {V+ (T2/2µ')Pv·}, (6.38) 

o=-T-2q•{VT+(T2/X)ci}-T-1pv{ V•v+(To/t)pv} -

- r 1 ¡,v: { v + (T2/2µ)i-v·} . 

A més, ens especialitzem en la probabilitat relativa de camins que parteixin de 
l'estat estacionari en consideració a t = - 00, que arribin en t = O al valor màxim de 
les fluctuacions dels fluxos, compreses entre 6q'0 i 6q'0 + d6q'0 , 6pX' i 6pX' + 
d6pX', 6f'X' i 6l'X' + d6l'X', i tomin a recuperar l'estat estacionari inicial quan 
t = 00 • Com veurem, aquesta tria de camins no és arbitrària, sinó que és imposada 
per les equacions d'evolució (6.14)-(6.16). Observem també que negligim les fluc
tuacions lentes, ja que llurs valors romanen pràcticament constants en els temps de 
relaxació de les fluctuacions ràpides. Com que les escales temporals són molt dife
rents, aquesta hipòtesi adiabàtica de desacoblament està ben justificada. 

Introduint (6.38) a (6.33) obtenim que 

Pr~exp {-(l/4kT)[(TXt1 .C.(6q'+T16q')2dt+r-1 1.::.(6pY'+Toi>V')2dt+ 

+ (2µ)- 1 1.::. (6PY' + T26PV):(6PY' + T26PV'') dt)} . (6.39) 
. 

L'esmorteïment de 6q', c5pv• i 6PY' és descrit per les equacions (6.14)-(6.16), les 
solucions de les quals són 

6q'(t>O)=c5q'0 exp(-t/Ti), 

c5pv'(t > O) =6pX' exp(-t/To), 

6PY'(t > O) =c5PX' exp(-t/T2). 

(6.40) 
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No obstant això, tal com ha estat subratllat per Tisza i Manning [123], aquest 
fonnalisme és inadequat per a descriure les fluctuacions, ja que només explica 
l'esmorteïment, però no la formació de les fluctuacions. Per tant, estenem les solu
cions (6.40}, que són vàlides per a temps positius, és a dir, per a l'esmorteiinent, al 
procés de construcció en temps negatius, suposant els següents processos provinents 
de la simetria per inversió temporal: 

6q'(t < O) =-6qo' exp(t/T1), 

.SpY'(t <O)= 6pX' exp(t/To), 

6PY'(t <O)= 6PX' exp(t/T2), 

(6.41} 

on el signe menys de 6q' és degut al fet que el flux microscòpic de calor és una 
variable de paritat negativa respecte a la inversió temporal. 

Introduint (6.40} en (6.39} observem que la corresponent contn"bució al valor 
de la integral és nul·la. En canvi, quan hom hi introdueix (6.41} s'obté que 

Pr(6qo', 6pX', 6Pfr exp { -(l/kT)[(T;\)-1 t'. (6q'o)2exp(2t/T1)dt + 
+ r-1 f.(6pX')2exp(2t/To}dt + (2µr1 f.6PX' : 6PX' exp(2t/T2}dt]} . 

(6.42) 

Observem, doncs, que encara que (6.40) i (6.41) presentin la corresponent simetria 
temporal necessària per a l'establiment de les fluctuacions, la branca no termodinà
mica (6.41) té menor probabilitat que la branca termodinàmica (6.40), tal com 
observaren Tisza i Manning en un context semblant. 

Les integrals (6.42) són trivials i ens porten a la següent expressió per a la 
distribució de probabilitat: 

Pr(6q'0 , 6pX', 6PX') ~ exp { -(l/2kT)[(T1/T;\)(6q'o>2 + (T 0 /f)(6pX')2 + 
+ (T2/2µ)6PX' : 6PX')} , (6.43) 

que és la mateixa distribució que l'obtinguda a partir de (6.4), basada en la hipòtesi 
d'Einstein. 

El formalisme d'Onsager-Machlup ha estat darrerament molt estudiat [123-127) 
i, en opinió de diversos autors, pot resultar vàlid no tan sols per a estats d'equilibri, 
sinó també per a estats estacionaris fora d'equilibri. No obstant això, com que en 
l'esmentat fonnalisme hom suposa que la primera derivada de l'entropia s'anul·la i 
com que, d'altra banda, hem aplicat la simetria per inversió temporal, característi
ques ambdues certes en equilibri però no fora d'equilibri, mantenim en aquest punt 
un cert escepticisme, i preferim restringir-nos a la situació d'equilibri, on aquest 
fonnalisme confinna els resultats de l'anterior. 
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Vl.4. FLUCTIJACIONS RÀPIDES FORA D'EQUILIBRI 

Estudiarem en aquest apartat algunes característiques de les fluctuacions fora 
d'equilibri [128). Per a no allargar innecessàriament els càlculs ens restringirem a les 
fluctuacions ràpides del flux de calor en un sòlid rígid o en un fluid incompressible 
immòbil, en el qual hom ha imposat un gradient constant de temperatura (vT)0 • 

En aquest cas, el valor mitjà del flux de calor és donat per la llei de Fourier 

q =-X(VT)0 . (6.44) 

Ens preguntem ara per la possibilitat d'estendre a aquest problema de no equilibri 
la nostra hipòtesi sobre la possibilitat de descriure les fluctuacions del flux de calor 
mitjançant 

Pr ~ exp(6 2 s/2k). (6.45) 

Glansdoñf i Prigogine han emprat una hipòtesi d'aquesta mena [4] en l'apro
ximació d'equilibri local per a la descripció de les fluctuacions de les variables clàssi
ques en estats estacionaris no gaire allunyats de l'equilibri, i per a l'anàlisi de l'esta
bilitat d'aquests estats. La validesa d'aquesta hipòtesi ha estat discutida per alguns 
autors, com Fox i Keizer [ 129), per exemple, que han demostrat que la diferencial 
segona de l'entropia no és un potencial adequat per a la descripció de les fluctua
cions fora d'equilibri. En lloc d'això, han proposat de partir de la relació (6.45) per a 
definir nous potencials termodinàmics a partir del coneixement de les fluctuacions, 
idea semblant a la d'altres autors [ 130, 131). Nosaltres només ens proposem exami
nar les conseqüències de la hipòtesi (6.45) en les fluctuacions ràpides fora d'equilibri, 
sense pretendre ni de lluny la validesa general d'aquesta hipòtesi. 

Suposem, per tant, que la diferencial segona de la nostra entropia de no equili
bri es pot emprar per a la descripció de fluctuacions fora d'equilibri. Partint doncs 
de l'expressió de la nostra entropia per a un conductor rígid, 

s(u,q)=seq(u)-(rv/2>..T2 )q2 , (6.46) 

obtenim per a la diferencial segona, denotant, per simplificar, a = rv/>.. T2 , 

que en l'estat estacionari, i en tenir en compte (6.44), esdevé 

d2 s = [(ò2 seq/òu2 ) - (>,.2 /~) (VT)~ (ò2 a/òu2 )] (du)2 - a(dq)2 + 
+ 2X(VT)0 (òa/òu)•dqdu . (6.48) 

Si estudiem en quines condicions d2 s és definida negativa en l'estat estacionari, 
obtenim les restriccions [ 128) 
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a ;;;.,o (6.49) 

En aquestes condicions, d2 s serà negativa sigui quin sigui el valor de (Vn!- Si no 
s'acompleixen aquestes restriccions, d2 s només serà definida negativa per a valors 
de (VT}! menors que 

(6.50) 

Quan (VT}! sigui més gran que aquest valor, d2 s no serà negativa i la validesa de 
d2 s en la descripció de les fluctuacions fora d'equilibri serà injustificable. 

Per a poder tenir alguna informació sobre l'estabilitat dels estats estacionaris 
fora d'equilibri, no és suficient que· d2 s< O, sinó que també cal que d(d2 s)/dt ;;a. O. 
Efectivament, amb aquestes dues condicions, d2 s serà una funció de Liapunov per a 
l'estat considerat. No obstant això, el caràcter positiu de la derivada temporal de 
d2 s generalitzada només s'ha pogut demostrar en condicions molt restrictives [132) 
i no sembla a primera vista una propietat fàcilment demostrable. En conseqüència, 
la nostra d2 s no es pot considerar en general com a funció de Liapunov i en aquest 
punt, doncs, la teoria és més feble que no pas el formalisme de Keizer [ 129), que, 
partint de (6.45), construeix un potencial generalitzat l: que descriu les fluctua
cions i és alhora una funció de Liapunov. 

Fetes aquestes advertències, i si tenim en compte les fluctuacions d'energia 
interna i del flux de calor, tot suposant que (VT)0 es manté constant, trobem que 

Pr(6u,6q) ~ exp[-(l/2k) { [(cT2 )-1 + (À2 /2) (VT)~ (a2 a/au2 )] (du)2 + a(dq)2 -

- 2~Vn0(aa/au)•dqdu} J. (6.51} 

Recordant que per a una distribució de probabilitat gaussiana multivariant de forma 

(6.52) 

els segons moments vénen donats per ( 6x¡6xj) = E¡:¡1 [107), obtenim en aquest cas 
per als segons moments de les fluctuacions 

(6.53) 

( 6q¡6qj) = (k/a)[6¡j + (À2 cT2 /2) (a2 atau2 ) (aT/ax¡)0 (aT/axj)o] [l + A(VT)~r• , 
(6.54) 

(6u6q¡)=(kÀ2 cT4/n)(aa/au)(aT/ax¡)0 [l +A(VT)!r1 , 

amb A =À2 cT2 [(1/2) (a2 a/a.u2)- (l/a) (aa/au)2 ]. 

(6.55) 

L'expressió (6.54) indica que les conclusions del teorema de fluctuació-dissipa
ció, que són donades en el nostre formalisme per l'equació (6.8), no són vàlides fora 
d'equw."bri, sinó que s'han de tenir en compte certes correccions que són funció 
dels gradients imposats. Tanmateix, com que aquests termes són proporcionals a 
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r, s'anul·len en el límit en què r tendeix a zero i per tant les expressions clàssiques 
de Landau-Lifshitz (6.20) resten vàlides en aquest límit. El mateix s'esdevé amb les 
correlacions de les fluctuacions d'energia interna, ja que quan r tendeix a zero, A 
s'anul·la i es recupera el resultat clàssic. En ambdós casos, quan ('i7T)0 s'anul·la es 
recuperen, com és lògic, els resultats d'equilibri. 

D'altra banda, l'expressió (6.55) dóna una correlació no nul·la entre variables 
de diferent paritat respecte a la inversió temporal, indicant que la simetria per inver
sió temporal es trenca fora d'equilibri. Alguns resultats detallats en aquest sentit 
han estat obtinguts recentment [133) en una anàlisi mecànica estadística dels estats 
estacionaris fora d'equilibri, basada en la teoria d'operadors de projecció. Evident
ment, la nostra anàlisi és purament heurística i fenomenològica, i el nostre propòsit 
és tan sols indicar que fora d'equilibri poden trobar-se, en les fluctuacions, caracte
rístiques que difereixen apreciablement, si més no des d'un punt de vista concep
tual, de les característiques usuals d'equilibri. 

VI.S. COMPONENTS LENTS DE LES FLUCIUACIONS EN EQUILmRI 

Finalment, estudiarem en aquest apartat quina informació es pot obtenir en el 
nostre formalisme sobrç les fluctuacions dels components lents. Per a un màxim 
de simplicitat estudiarem separadament les fluctuacions d'energia i les de velocitat. 

Considerarem en primer lloc les fluctuacions d'energia interna, o de tempera
tura, en un conductor rígid [128]. En aquest cas, (6.4) es reduïrà a 

Pr(6T,6q) ~ exp { -(l/2k) [cr2 (6T)2 + (rv/).T2 ) (6q·6q) + 
+ 2(3(rv/ÀT2 )/3T)q·dqdT} (6.56) 

on hem considerat que du= cdT, essent c la calor específica. Tenint en compte la 
descomposició de les fluctuacions en components ràpids i lents i limitant-nos ara 
a l'estudi dels lents, (6.56) esdevé 

Pr(6T)~ exp { (-c/2kT2 ) [(6T)2 + (rv)./c)('i76T)2 ]}. (6.57) 

Aquesta equació ens descriu efectes no locals en les fluctuacions de tempera
tura, i és anàloga a la formulació d'Ornstein-Zernike d'efectes no locals en les 
fluctuacions de densitat en les proximitats d'un punt crític [107]. La manera habi
tual d'estudiar (6.57) és passar 6T a l'espai de Fourier, 

(6.58) 

de forma que (6.57) queda: 

Pr(l6Tkl) ~ exp{ (-c/2T2 k)(l + (rv)./c)k2 ) l6Tkl2 } • (6.59) 

Per tant, la mitjana dels mòduls dels components de les fluctuacions de temperatura és 
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(6.60) 

A l'espai real, (6.60) correspon a una correlació de la forma 

(6T(r, t) 6T(r + r; t))=(kT2 /41TTÀV r') exp [-(c/TvÀ)112 r'] (6.61) 

i, en conseqüència, les fluctuacions de temperatura estan correlacionades en l'espai, 
amb una longitud de correlació definida per f = (Tv"A/c)112 • Com que moltes propie
tats dels sistemes macroscòpics depenen de la temperatura, aquest efecte no local 
s'observarà també en les fluctuacions d'aquestes propietats. Mencionem breument el 
cas de les fluctuacions de la resistència elèctrica d'un conductor degudes a fluctua
cions de temperatura, com a exemple il·lustratiu del possible interès de (6.57). 

Efectivament, si la resistència elèctrica R d'una mostra depèn de la temperatura, 
les seves fluctuacions 6R es relacionaran amb les de temperatura 6T a través de 

6R =(dR/dT}6T. (6.62) 

Clarke i Voss [134) han suggerit, a partir de (6.62), que tenint en compte les corre
lacions espacials de les fluctuacions de temperatura hom podria explicar el soroll 1/f 
observat en el voltatge en els metalls [135). Mentre que alguns autors han manifestat 
llur escepticisme sobre el fet que aquesta idea pugui ésser una explicació general del 
soroll 1/f (136), les conseqüències de les fluctuacions de temperatura en relació 
amb aquest soroll han rebut nova atenció en els darrers anys [137, 138) i han estat 
estudiades amb diferents formalismes. 

Podem estudiar, també, les fluctuacions de velocitat en un fluid incompressible 
( en un fluid compressible, les fluctuacions de velocitat estan correlacionades amb 
les de densitat i els càlculs s'allargarien més del que pretenem en aquest escrit). 
Suposem que la probabilitat de les fluctuacions de velocitat per unitat de massa 
està relacionada, tal com han suggerit Glansdorff i Prigogine [ 4 ], amb la diferencial 
segona del potencial z, donada per 

(6.63) 

La probabilitat d'una fluctuació isotèrmica de velocitat en un fluid incompres
sible vindrà donada doncs per 

Pr ~ exp(62 z/2k) (6.64) 

i per tant serà 

Pr(6v) ~ exp { -(l/2kT) [(6v)2 + (T2 v/2µ) (6PV):(6ÏW)] } . (6.65) 

Si només considerem els components lents de (6.7), hom pot escriure (6.65) en 
funció de les fluctuacions de velocitat 
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Pr(c5v) ~ exp { -(l/2kT) ((c5v)2 + 2T 2 vµ(Vc5v)5:(Vc5v) 1)} • (6.66) 

Aquesta expressió ens dóna novament una correlació espacial en les fluctuacions 
lentes, en aquest cas les de la velocitat, i ens porta a la següent funció de correlació: 

(6.67) 

on E és la longitud de correlació donada per ~2 = 2µT 2v. En el límit en què T2 ten
deix a zero, obtenim 

( c5v¡(r,t) c5vj(r + r' ,t))= kTc5ijc5(r') (6.68) 

d'acord amb el resultat clàssic del teorema d'equipartició de l'energia. 
Una anàlisi de les fluctuacions de densitat seria més complexa, ja que estan 

correlacionades amb les de velocitat longitudinal a través de l'equació de continuï
tat. Per tant, acabem en aquest punt observant que, efectivament, la hipòtesi que la 
nostra entropia satisfà la relació de Boltzmann sembla plausible, ja que partint 
d'aquesta hipòtesi hom amba a conclusions satisfactòries per a la probabilitat de les 
fluctuacions en equilibri. Una anàlisi més detallada de la relació de Boltzmann és 
per ara difícil, ja que els estudis de mecànica estadística es restringeixen a la consi
deració de les variables clàssiques i no coneixem la probabilitat de macrostats de
finits per més variables. 

Aquest estudi a través de l'esquema de fluctuacions ràpides i lentes ens intro
dueix a una comparació amb la teoria de Mori, prenent com a variables lentes les 
hidrodinàmiques clàssiques i els fluxos dissipatius. Un estudi d'aquesta mena ha 
estat fet per Akcasu i Daniels (139) en relació amb la hidrodinàmica generalitzada. 
En aquests moments, estem portant a terme una comparació acurada de la nostra 
teoria amb aquest formalisme hidrodinàmic, que ens està revelant noves aplicacions 
i aspectes del nostre esquema termodinàmic. 

Vl.6. APUCACIONS A DIVERSOS SISTEMF.S 

Darrerament hem aplicat el nostre formalisme a fluctuacions en diversos 
sistemes físics: a) conducció de calor en sòlids (162), b) conducció d'electricitat en 
metalls (163), c) sistemes hidrodinàmics sotmesos a gradients de temperatura o de 
velocitat (164) i d) fluids relativistes [ 165). Aquestes aplicacions mostren d'una 
banda la utilitat de les expressions en equilibri i, de l'altra, les limitacions presents 
de la teoria fora d'equilibri, que esperem que puguin ésser superades en un temps 
breu. A continuació exposo breument les esmentades aplicacions a diversos sistemes. 

a) Fluctuacions del flux de calor en sòlids rígids 

Per a aconseguir la màxima simplificació, ens hem limitat a considerar les fluc
tuacions del flux de calor paral·leles al gradient de temperatura. L'obtenció de les 
expressions corresponents per a les fluctuacions transversals és immediata i no 
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presenta cap problema. En el cas que el gradient de temperatura sigui petit, podem 
desenvolupar el terme [l + A(VT)~r1 de (6.53)-(6.55) fins al primer ordre en 
(VT)~. Hom obté així 

(6u6u)= kcT2 { l - ~.2cT2 [(l/2)(a2 a/au2 ) - (l/a)(aa/au)2 ](VT)~}. (6.69) 

(6q6q)= kÀT2 1.-1v-1 { l + À2 cT2(1/a)(aa/au)2 (VT)~} (6.70) 

(6u6q)=kÀ2 cT"T-1 v-1 (aa/au)(VT)o. (6.71) 

La teoria elemental del transport basada en l'aproximació del temps de relaxa
ció dóna per a la conductivitat tèrmica À = (1/d)pcci T, on c és la calor específica 
per unitat de massa, c0 una velocitat mitjana, T el temps m~tjà de col·lisió i d el 
nombre de dimensions del sistema. En el cas de transport _per fonons i en l'aproxi
mació de Debye, la calor específica c és proporcional a T° i c0 és la velocitat dels 
fonons donada per l'aproximació lineal de la relació de dispersió w = c0 k. 
Els termes (aa/au) i (a2 a/au2 ) es poden doncs obtenir fàcilment i valen 

aa/au = -(d+2)a/cT; (6.72) 

Quan aquests resultats s'introdueixen en (6.69)-(6.71), i emprant el recorregut lliure 
mitjà definit 2 = c0 T, obtenim 

(6u6u) = kcT2 { l + (l/2d)(d+2)(2/T)2 (VT)i} , 

(6q6q)= kÀT2 T - 1 v-1 { l + (l/d)(d+2)2 (2/T)2(VT)~} , 

(6u6q) = -(d+2)kÀT (VT)0 • 

(6.73) 

(6.74) 

(6.75) 

Observem també que les expressions generals (6.53)-(6.55) prediuen fluctua
cions infinites quan (VT)i = -A - 1 . En el cas de conducció de calor per fonons, 
això porta a un flux de calor crític Q~r=(2/d) (d+l)2(d+2r1 u2 c~p2 • 

En el cas de transport per electrons, c0 serà la velocitat de Fermi VF dels elec
trons en el metall i c la seva calor específica, en aquest cas proporcional a T. Tenim 
ara 

i per tant 

aa/au = -3a/cT 

(6u6u) = kcT2 { l + (1/2) (2'/T)2(VT)i}, 

(6q6q)= kÀT2 T-1v-1 { l + 3(2'/T)2 (VT)i} , 

(6u6q)=-3kÀT(VT)0 , 

(6.76) 

(6.77) 

(6.78) 

(6.79) 
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on ara Q' és el recorregut lliure mitjà definit per Q'= VfT. En a~uest cas, el valor 
crític del flux de calor per al qual les fluctuacions divergeixen és qcr = (8/9)viu2 p2 • 

Aquests resultats es poden comparar amb els d'una teoria microscòpica de no 
equilibri basada en la teoria de la informació. En un treball recent, Miller i Larson 
[166] han estudiat amb aquest procediment els estats estacionaris d'una cadena li
neal harmònica. Aquests autors han suposat que els extrems de la cadena estan con
nectats l'un a l'altre, tot formant un anell "superconductor" de calor. En aquest 
sistema, el flux de calor és una constant del moviment que es pot escollir,junt amb 
l'energia total E del sistema, com a paràmetre característic dels macrostats, que 
queden doncs fixats per E i Q. La funció de partició que s'obté per al sistema segons 
la teoria de la informació és [ 166] 

Z = h t-N J df exp(-¡3H--yJ) . (6.80) 

Ací, H és el hamiltonià i J l'operador microscòpic corresponent al flux de calor, 
df el diferencial de volum en l'espai de fases, h la constant de Planck i N el nombre 
de partícules del sistema. Els multiplicadors indeterminats ¡3 i 'Y s'han d'escollir de 
manera que 

E = ( H) = -ò l n Z/ 3¡3 

Q=(J}=-òlnZ/3-y 
(6.81) 

ja que aquesta és, precisament, la informació que tenim sobre el sistema. Això ens 
porta finalment a 

2 = (€(1 - x2 )]N, 

¡3=1:-1(1 +x2)(1-x2r1, 

-y= -(N/e)2x (l - x2t 1 . 

(6.82) 

(6.83) 

(6.84) 

Ací, e és l'energia mitjana per partícula, e = E/N, i x és el flux relatiu de calor 
x = Q/e . Hom ha pararnetritzat el sistema de manera que la velocitat de propa
gació dels fonons és la unitat. Quan x = O es recuperen els resultats habituals d'equi
libri. Per a x diferents de zero, però petits, l'equació (6.83) ens dóna per a la tempe
ratura absoluta generalitzada fora d'equilibri definida per (J = (k¡3)-1 el valor 

(6.85) 

Aquesta expressió corrobora el nostre resultat (3 .12), que preveu la modificació 
de la temperatura absoluta fora d'equilibri. En el capítol següent continuarem 
explorant aquest punt concret. 

A partir de la funció de partició (6.82) hom pot obtenir fàcilment els segons 
moments de les fluctuacions de l'energia i del flux de calor, que valen 
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(6E6E) = a2 ln Z/a/j2 = Ne2 (l + x2 )(1 - x2 )-1 , 

(6Q6Q) = a2 ln Z/a-y2 = (e2 /2N)(l + 4x2 - x4 )(1 - x2r 1 , 

(6E6Q) = -a2 In Z/a/ja-y = -2Ne2 x (l - x2r 1 • 

(6.86) 

(6.87) 

(6.88) 

Aquests resultats confirmen qualitativament els nostres (6.73){6.75) i 
(6.77){6.79). Veiem efectivament que la situació de no equilibri introdueix modifi
cacions en els segons moments de les fluctuacions. També observem que hi ha un 
valor crític del flux de calor, donat per x2 = l (Q = e), per al qual les fluctuacions 
divergeixen. Miller i Larson han atribuït aquest fenomen a una "condensació" sem
blant a les transicions de fase de segon ordre. En aquest cas, la "condensació" 
correspondria a una inestabilitat fora d'equilibri, similar en certa manera a la de 
Rayleigh-Bénard, per exemple, que, efectivament, presenta considerables analogies 
amb les transicions termodinàmiques de fase de segon ordre en equilibri. 

L'interès d'aquesta comparació rau, a més, en la possibilitat de connectar la 
nostra teoria amb els mètodes de mecànica estadística fora d'equilibri basats en la 
teoria de la informació i en la teoria de col·lectivitats, preconitzats recentment per 
Zubarev [163] i Robertson [168], entre d'altres. 

b) Fluctuacions de co"ent elèctric en metalls 

Les fluctuacions de corrent elèctric en equilibri [149) i fora d'equilibri [163] 
es poden estudiar en el nostre formalisme a partir de l'equació de Gibbs correspo
nent, donada per [149,163) 

(6.89) 

on cr = TV/oT, essent T el temps de relaxació del corrent elèctric J i o la conductivi
tat elèctrica. D'altra banda, 8 és una temperatura absoluta generalitzada donada, per 
analogia amb (3.21), per 

9-l = r 1 - (1/2) (acr/au)2 J~ . (6.90) 

Un procediment totalment anàleg al que acabem d'exposar dóna per a les 
fluctuacions el resultat 

(6.91) 

en l'aproximació en què J0 és petit, i fins a segon ordre en J0 • Podem tenir en 
compte les expressions habituals [78] o= (ne2 /m)T i c = (1r2 /2) (k2 T/eFm), on n, e 
i m són la densitat numèrica, la càrrega i la massa dels electrons, respectivament, i 
fF l'energia de Fermi. Arribem així al següent resultat per a les fluctuacions de la 
intensitat total l, definida per I = AJ, on A és la secció transversal del conductor: 

(616I>=(2kT/R) {l+ 1r-2 (eE2/kT)2 } • (6.92) 
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Ací, E és el camp elèctric i e és el recorregut lliure mitjà definit per e= V FT. 
Aquest resultat és del mateix ordre que l'obtingut per Tremblayet al. [169,170) 

per diversos mètodes de mecànica estadística: 

(6161)=(2kT/R) { l +0,156(eEe/kT)2}. (6.93) 

En equilibri (E = O) ambdós resultats es redueixen a la cèlebre expressió de 
Nyquist. La correcció de fora d'equilibri és del mateix ordre en tots dos casos. La 
no coincidència pot ésser deguda al fet que en el nostre tractament hem negligit 
termes no lineals en l'equació constitutiva per al corrent elèctric. Segons Gantsevich 
et al. [171] aquests termes resulten importants en l'avaluació de les fluctuacions del 
corrent elèctric fora d'equilibri. En particular, podem observar que el nostre resultat 
1r-2 és molt proper de l'obtingut per Tremblay et al [ 170) en negligir els termes no 
lineals. En aquest cas, Tremblay et al. obtenen per al coeficient un valor 0,100 en 
lloc de 0,156. És probable que la inclusió d'aquests termes en el nostre estudi 
pugui atansar considerablement els nostres valors macroscòpics als obtinguts amb 
teories microscòpiques. 

c) Fluctuacions hidrodinàmiques (cas no relativista) 

En el cas de fluctuacions hidrodinàmiques podem recórrer a l'equació de 
Gibbs (6.1). Les expressions (6.8) i (6.10) ens permeten escriure per als coeficients 
À iµ [164): 

À = T¡ V (kT2r 1 (6q¡ 6q1 ), 

µ = Ti V (kT)-1 (6PY2<'>PY2>. 

(6.94) 

(6.95) 

Aquestes fórmules ens donen amb simplicitat els valors de À i µ sense haver de 
recórrer a cap equació cinètica, d'acord amb les idees, ben conegudes, de 
Green-Kubo [36). Efectivament, les expressions microscòpiques de q 1 i PY2 són 
[ 141 ], per a molècules monoatòmiques no interactives, 

(6.96) 

(6.97) 

on v = e-u és la velocitat peculiar de les molècules respecte a la velocitat del centre 
de masses del sistema, u. Podem avaluar les fluctuacions a partir de 

(6q16q1 ) = v-1 J q 1 q1 Íeq dv, 

(6PY2<'>PY2> = v-1 J PY2 PY2 Íeq dv, 

on Íeq és la funció de distribució de Maxwell-Boltzmann, 

Íeq = n(m/21rkT)Y2 exp(-mv2 /2kT) , 

(6.98) 

(6.99) 

(6.100) 
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amb n el nombre de molècules per unitat de volum. Això ens porta als resultats 

(6.101) 

Aquestes expressions són precisament les que s'obtenen en teoria cinètica en el 
model de temps de relaxació. La diferència rau en el fet que en el nostre cas T1 i T2 

poden ésser diferents, mentre que en l'esmentada aproximació de teoria cinètica 
hom té T1 = T2 = T. D'altres models cinètics més afinats, basats en l'equació de 
Boltzmann linealitzada, porten a 1 1 = (3/2)T2 • Aquest¡ avaluació ens ajuda a 
comprendre l'interès de la teoria de fluctuacions en equilibri, que permet evitar 
les equacions cinètiques i procedir directament als càlculs dels coeficients dissipatius 
a partir de la teoria d'equilibri. Cal observar, també, que la introducció dels temps 
de relaxació no és un simple academicisme, sinó que quan s'anul·len, s'anul·len 
també els coeficients dissipatius i el sistema esdevé ideal. Ja que els temps de rela
xació són tan importants, el nostre propòsit de construir una teoria on tinguin un 
paper rellevant sembla doncs prou justificat. 

Quan els resultats (6.101) s'introdueixen a (6.53)-(6.55), hom pot estudiar 
directament els segons moments de les fluctuacions hidrodinàmiques en presència 
d'un gradient de temperatura. Per a gradients petits hom obté [164): 

(6q6q)= kÀT2 Tï1 v-1 { l + (25,r/8)22 (Vln T)2}, 

(6u6q) = -3kTm-1 v-1 À(VT), 

(6.102) 

(6.103) 

on ara 2 és un recorregut lliure mitjà definit per 2 = T 1 v, essent v la velocitat mitjana 
donada per v = (8kT/1rm)1' 2 • 

El cas de les fluctuacions del tensor de pressions en presència d'un gradient de 
velocitats es pot estudiar anàlogament [164), i porta als resultats 

(6.104) 

(6.105) 

on cau l /ay)o és el gradient del component U¡ de la velocitat. 
Tal com en el cas de les fluctuacions de corrent elèctric, els nostres resultats 

fenomenològics són del mateix ordre, però no coincidents amb els obtinguts 
mitjançant la teoria cinètica en l'aproximació del temps de relaxació [164]. La 
discrepància rau en els motius esmentats abans, i estem treballant en la seva reso
lució. 

d) Fluctuacions hidrodinàmiques ( cas relativista) 

Un procediment anàleg pot ésser aplicat al cas de les fluctuacions hidrodinàmi
ques en la teoria relativista [ 165 ). Aquí només comentarem breument l'avaluació dels 
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coeficients dissipatius d'un gas de radiació. En el cas d'equilibri, hem considerat una 
mescla de fluid material, amb el temps entre col·lisions molt curt, i radiació, amb el 
temps de col·lisió finit. La radiació és el principal responsable de la dissipació, ja 
que el seu temps de col·lisió és el més llarg. Per tant, podem prendre per a 6q1 i 
6PI2 les expressions 6q1 = c1 6erad i 6~2 = (6eradl c2 )c1 C2, on c és la velocitat de 
la llum i erad la densitat d'energia de la radiació. Com que totes les direccions són 
igualment probables, i com que (6e:ad> = kcvT2 /v, obtenim, a partir de (6.94) i 
(6.95): 

~= (4/3) c2 a T3 T1 (6.106) 

Hem considerat que la calor específica Cv per unitat de volum per a la radiació val 
cv = 4 a T3 • En treballs anteriors al nostre [27, l 72, 173) l'obtenció d'aquests coe
ficients omplia moltes pàgines de càlculs de teoria cinètica, mentre que en el nostre 
treball s'obtenen directament i amb gran facilitat. Això podria ésser d'interès per a 
l'obtenció dels coeficients dissipatius dels gasos de neutrins i d'altres fluids de 
màxim interès en cosmologia. 

En el cas relativista, i tenint en compte les aplicacions a la cosmologia, pot 
tenir un interès especial l'estudi de les fluctuacions de densitat fora d'equilibri. Com 
que la fase inicial de la formació de galàxies depèn de les fluctuacions de densitat, i 
com que l'univers no està en equilibri sinó en expansió, la nostra teoria podria 
donar compte, si més no qualitativament, dels efectes d'aquesta expansió sobre el 
ritme de formació de galàxies. En el nostre treball [165) hem estudiat les fluctua
cions fora d'equilibri de la pressió viscosa volumètrica en un gas de radiació en 
expansió. També s'ha dut a terme una avaluació de la influència dels termes de rela
xació en la producció d'energia en l'univers [ 174 ). L'exposició de tots aquests 
treballs excediria els límits d'aquest volum. 





VII 

COMPARACIÓ AMB LA TEORIA CINÈTICA DELS GASOS 

VD.1. INTRODUCCIÓ 

El nostre model és purament fenomenològic i parteix de bases macroscòpiques. 
Dins el seu camp de validesa és una formulació autoconsistent i que s'ha de verificar 
en comparació amb l'experiència. D'altra banda, una comparació amb teories mi
croscòpiques com la teoria cinètica pot resultar molt il·lustrativa, ja que en deter
minarà l'abast i permetrà, en alguns casos, calcular expressions numèriques per als 
coeficients fenomenològics a partir de les lleis d'interacció entre les molècules. A 
més, com que els nostres propòsits coincideixen en part amb els de diversos models 
de la teoria cinètica, és a dir, en una descripció dels fenòmens de transport més 
detallada que no pas la descripció lineal usual, la comparació és de gran interès. 
Finalment, cal subratllar que les nostres expressions són de validesa general per 
als fluids simples, mentre que les de la teoria cinètica només valen per a gasos mode
radament diluïts. 

VD.2. COMPARACIÓ AMB EL DESENVOLUPAMENT DE TRETZE MOMENTS 
DE LA TEORIA CINÈTICA 

Des que Boltzmann establí la seva cèlebre equació de transport, es dedicaren 
grans esforços a obtenir-ne solucions fora d'equilibri que permetessin de calcular 
explícitament els coeficients de transport. Fins al principi d'aquest segle hom no 
arribà a cap solució satisfactòria. Vers 1907, Enskog i Chapman presentaren, inde
pendentment, llur mètode d'obtenció de solucions aproximades de l'equació de 
Boltzmann. Inspirant-se en desenvolupaments anteriors de Hilbert, Chapman i 
Enskog suposaren que la funció distribució fora d'equilibri dependria de l'espai 
i del temps exclusivament a través de les variables hidrodinàmiques clàssiques, la 
densitat, la velocitat i la temperatura, i de llurs gradients [29, 140, 141 ]. Seguint 
aquesta idea, hom desenvolupà altres diversos mètodes d'aproximació, alguns d'ells 
basats en la simplificació de l'equació de Boltzmann, com per exemple els models 
de temps de relaxació. Aquest tipus de solucions en què la dependència amb respai 
i el temps es concentra en les variables clàssiques es denominen solucions- normals. 

Grad [140) proposà en canvi un nou mètode, inspirat en treballs de Maxwell, 
en què les variables independents no són només les variables clàssiques ( que són 
els cinc primers moments de la funció de distribució respecte a la velocitat) sinó 
que pren com a variables els moments successius de la funció de distribució. Aquest 
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mètode de solució no és per tant "normal", però serà el que estudiarem en aquest 
capítol ja que és el més pròxim a la filosofia del nostre desenvolupament. Efectiva
ment, tal com hem dit des del principi, les nostres variables independents no són 
només les clàssiques sinó també els fluxos dissipatius. 

La idea bàsica del mètode de Grad consisteix a desenvolupar la funció de dis
tribució en les proximitats d'una distribució maxwelliana (absoluta o local, segons 
els casos) 

t<0 ) = p(21rRT)-312 exp(-c1 /2RT) (7.1) 

on e = ~ - u és la velocitat relativa de les molècules respecte a la velocitat mitjana 
baricèntrica. La funció de distribució f(tx,t) és substituïda per un conjunt infinit 
de variables p(x,t), u(x,t), T(x,t) i a<n>(x,t), on els a<n) són els successius moments 
de f respecte a la velocitat. Aquest desenvolupament de f és introduït en l'equació 
de Boltzmann i hom iguala els coeficients corresponents. Així s'obté una jerarquia 
d'equacions diferencials acoblades per a p, u, T i els a<n). Per a poder resoldre-les, 
cal tallar el desenvolupament en un cert punt i suposar que a<mJ = O per a m més 
grans o iguals que un cert valor. Hom suposa, bé que no s'ha pogut demostrar, que 
el desenvolupament convergeix vers la solució exacta. 

Ens limitarem ací al desenvolupament en 13 moments [140). En aquest cas, 
les variables són p, u, T i les components del tensor de pressions viscoses Pij més 
les del flux de calor q¡. Veiem doncs que les variables del desenvolupament de 13 
moments són precisament les nostres variables, de forma que la comparació resulta 
particularment directa. 

En aquesta aproximació, la funció de distribució pren la forma 

Observem que, com es tracta d'un gas ideal monoatòmic, la viscositat de volum és 
nul·la. 

A partir d'aquesta funció de distribució hom pot calcular la corresponent 
entropia fora d'equilibri, que s'acostuma a definir 

ps=-Rft f lnfdf. 

En introduir (7 .2) a (7 .3) hom obté per a l'entropia, en segona aproximació, 

pi2> = PSeq -(4pTt1 PijPij -(SpRT1 )-1 q¡q¡ 

(7.3) 

(7.4) 

que corrobora la nostra equació de Gibbs generalitzada (2.19) i ens permet identifi
car a10 = -2(SpRTt1 i a11 = -(2p)-1 • També podem calcular el flux d'entropia 
fins a segon ordre, partint de la definició microscòpica 

(7.5) 
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que ens porta, en l'aproximació de l 3 moments, a la següent expressió per a la part 
purament conductiva del flux d'entropia: 

(7.6) 

Aquest resultat també corrobora la nostra hipòtesi (2.20) per al flux d'entropia i 
ens porta als resultats /joo = r 1 i /j¡o = -2(5pTr1 • 

La comparació amb la teoria cinètica reforça per tant les nostres hipòtesis de 
partida, és a dir, la dependència de l'entropia i del flux d'entropia amb tots els 
fluxos dissipatius. El propòsit del desenvolupament de tretze moments és precisa
ment obtenir equacions d'evolució per a Pij i q¡ a partir de l'equació de Boltzmann. 
Així s'arriba a les següents equacions d'evolució, anàlogues a les nostres equacions 
(2.32) i (2.34): 

q =-(7/5)q•('vv)- (2/5')q•('vv)T - (7/5) ('v•v)q - RT'v•Pv -(7/2)PV•'v(RT) + 
+ p-1 PV •('v•P)- (5/2)p'v(RT) - (2/3)p/jq, (7 .7) 

(pv)" = -(2/5) (Vq)5 - PV•('vv)- ('vv)·PvT - PV(<::J•v) + (2/3) (PV:<::Jv)U -

- pV - /jpPV , (7 .8) 

on el coeficient /j està relacionat amb el temps de relaxació del flux de calor i del 
tensor de pressions, i es pot calcular a partir del potencial d'interacció entre les 
molècules. Efectivament, en un sistema homogeni, sense gradient de T ni de v, (7.7) 
i (7 .8) es redueixen a 

aq¡at + (2/3){3pq = o 

apv /at + /jppv = o , 

(7.9) 

(7.10) 

equacions que ens descriuen la relaxació de q i de pv, d'acord amb les nostres equa
cions (6.14) i (6.16). Segons aquestes expressions, r 1 = 3r2/2. 

D'altra banda, quan ens limitem a la primera aproximació en (7. 7) i (7 .8), que 
són els darrers dos termes de cadascuna d'elles, hom pot identificar la viscositat 
tangencial i la conductivitat tèrmica com 

À = (5/2)pRT1 . (7 .l l) 

Aquestes expressions ens permeten observar que tant r 2 /µ. com r¡/À són propietats 
d'equilibri, i ens donen expressions explícites per a les equacions d'estat de (2.19). 
També es pot observar en (7 .8) que un flux de calor dóna origen a una pressió 
viscosa de la mateixa forma en què ho faria una distribució de velocitats, tal com ho 
prediu la nostra equació (2.34) i d'acord amb els nostres comentaris de (3.51). 

Observem que (7 .4) confirma quantitativament la nostra expressió macroscò
pica per a l'equació de Gibbs. Anteriorment al nostre treball, hom havia considerat 
que la comparació amb la teoria cinètica permetria obtenir els valors dels coeficients 
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0 10 i 0 21 (14, 15, 175). El nostre treball ha posat de manifest que els valors 
d'aquests paràmetres es poden obtenir de forma purament macroscòpica, prèvia
ment a qualsevol tipus de consideració estadística. La comparació amb la teoria 
cinètica, doncs, ratifica quantitativament la nostra avaluació, segons la qual 
0 10 = -ri/'>..T i 0 21 = -r2/2µ.. Efectivament, segons (7.1 l), r 1 />..T = 2/SpRT i 
r 2 /2µ. = l/2p, resultats que fan concordar els valors macroscòpics de 0 10 i de 0 21 

amb llurs respectius valors microscòpics. Òbviament, aquesta confirmació quantita
tiva reforma la teoria macroscòpica molt més del que hom, prèviament, havia 
suposat [ 176 J. • 

Una comparació més detallada ens permetria apreciar la importància relativa i 
la significació física de cada terme de les nostres equacions constitutives. Tanma
teix, com que ja hem analitzat una bona part d'aquests termes en els capítols 
3, 4 i 5, i per no allargar excessivament el text, acabem en aquest punt la nostra 
comparació amb la teoria de tretze moments. 

VII.3. COMPARACIÓ AMB LA TEORIA CINÈTICA DE FLUIDS DENSOS 

L'equació de Boltzmann només és vàlida per a gasos moderadament diluïts. 
Quan la densitat del gas augmenta, cal tenir en compte no tan sols les col·lisions 
binàries, sinó també les de tres o més partícules. A partir dels anys 1940 hom 
dedicà una gran atenció a l'obtenció d'equacions cinètiques per a gasos densos. 
Un bon exemple d'aquest esforç és la cèlebre jerarquia BBGKY [141]. Recentment, 
Eu ha proposat una equació cinètica per a fluids densos [142] que conté l'equació 
de Boltzmann com a límit de baixa densitat. Aquesta equació cinètica parteix 
d'una base intuïtiva anàloga a la de Boltzmann, però en lloc de considerar que els 
subsistemes interactuants són conjunts d'una sola partícula, generalitza aquesta 
noció per a obtenir una equació estructuralment invariant respecte a les dimensions 
dels subsistemes interactuants, que poden ésser compostos de dues o més partícules. 
Pot provar-se que existeix una funció H la derivada temporal de la qual és, segons 
l'equació cinètica, semidefinida negativa, i generalitzar així el teorema H de Boltz
mann. A partir d'aquesta equació hom pot deduir les equacions de conservació i 
també un desenvolupament de les equacions constitutives, tant pel mètode de 
Chapman-Enskog com pel mètode de moments generalitzats. En aquest paràgraf 
compararem breument la nostra teoria amb aquesta teoria cinètica, ampliant doncs 
l'abast de la comparació anterior, que estava restringida a gasos moderadament 
diluïts. 

A partir de l'equació cinètica d'Eu hom pot obtenir expressions per a l'entro
pia, el flux d'entropia i la producció d'entropia [143], partint de les definicions 
usuals (7 .3) i (7 .5). Cal observar que el teorema H corresponent només pot 
provar-se globalment, i no localment, i, per tant, hom no pot confirmar rigorosa
ment l'existència d'una entropia local fora d'equilibri. Bàsicament, els resultats d'Eu 
per a l'entropia generalitzada són 
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Aquesta equació és més general ·que l'equació de Gibbs clàssica i es redueix a 
ella en equilibri. En l'aproximació lineal de primer ordre, aquesta expressió també 
s'anul·la, en contrast amb la nostra equació. La part no clàssica és determinada 
doncs per la part de segon ordre (lineal o no lineal) de la producció d'entropia. 
Aquesta diferència entre (7 .12) i la nostra entropia podria estudiar-se mitjançant la 
introducció dels gradients de velocitat i de temperatura en la nostra entropia, de 
forma semblant al que es fa amb el camp magnètic exterior en l'expressió de l'ener
gia lliure de sistemes magnètics. Observem, a més, que, en l'expressió (7.12), no hi 
figuren de forma explícita els temps de relaxació dels fluxos dissipatius, i que de 
(7 .12) no podríem obtenir de forma directa les expressions corresponents per a les 
fluctuacions d'aquests fluxos. 

D'altra banda, Eu obté per al flux d'entropia generalitzat simplement l'expres
sió clàssica. Aquest resultat és degut a les condicions particulars als límits conside
rades per l'autor [145), que posteriorment ha obtingut expressions més generals, 
encara no publicades, i semblants a la nostra. 

Quant a les equacions d'evolució dels fluxos dissipatius en un desenvolupament 
de 13 moments, Eu obté [144): 

ei = - 'i7(X1 +X2Pv) - 'i7 •(X3Pv) - (~U+ p-1 P)-( 'i7·Pv) - (l +x1 )q•('i7v) + 

+ X2('i7v)T.q - X'3qpv - kï1q - ki1pv·q; (7.13) 

pv = -(l/3)'i7 •(T ¡23q) - 2PV:('i7v) - 2pV('i7•v) - ~Ï1 pv -~i1 pv2 - ~i1 PY:PY -
- ~¡1q•q; (7.14) 

(P") · = -2PV ·('i7v) - 2pV('i7v) - wï1 P" - wi1 P"2 - w31 (qq) - w41 pvpv -

-'i7(T12q). (7.15) 

Aquestes equacions generalitzen les equacions constitutives anteriors (7. 7) i (7 .8) i 
les nostres equacions constitutives (2.32) i (2.34). Els coeficients de (7.13)-(7.15) 
poden calcular-se en principi a partir dels potencials microscòpics d'interacció 
entre les molècules. Bàsicament, aquestes equacions concorden amb les nostres, ja 
que els termes pv:('i7v) i similars es poden relacionar fins a segon ordre amb els 
termes pv;pv, tal com ho hem comentat al capítol cinquè. Una comparació més 
detallada amb les nostres equacions ens permetria obtenir expressions microscòpi
ques per als coeficients en funció del potencial d'interacció. 

VIl.4. COMPARACIÓ AMB LA DINÀMICA MOLECULAR 

En el darrer decenni hom ha dedicat una gran atenció a l'estudi de models 
microscòpics mitjançant la simulació numèrica amb computadores. Hom ha analit
zat així les diverses conseqüències de la dinàmica molecular, tant en les equacions 
d'estat (equilibri) com en les equacions constitutives (fora d'equilibri). Per bé que 
aquests mètodes siguin força diferents dels de la teoria cinètica clàssica, són avui 
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molt emprats i han pennès el descobriment de resultats tan rellevants com la pre
sència de cues temporals llargues en les funcions de correlació temporal dels fluxos 
i la no analiticitat del desenvolupament del virial dels coeficients dissipatius dels 
gasos densos [ 177). En aquest apartat posaré de manifest algunes de les conseqüèn
cies de la comparació dels resultats de la dinàmica molecular amb les nostres 
equacions d'estat generalitzades. 

En el capítol tercer hem pogut veure que la inclusió de nous termes en l'equa
ció de Gibbs porta a una modificació de l'equació d'estat per a la temperatura abso
luta, (3.12). En l'esmentat capítol, però, no resultava prou clar el possible origen 
físic d'aquestes modificacions. En articles posteriors [178-180] hem estudiat les 
modificacions de les equacions d'estat en fluids sotmesos a un gradient tangencial 
de velocitat. En lloc de la representació de l'entropia utilitzada en aquest treball, 
resulta més convenient e~prar la representació de l'energia lliure i considerar que el 
sistema es troba a una temperatura fixada T. En aquest cas, en lloc de modificar-se 
l'equació de la temperatura (74 J es modifica la de l'energia interna, i la de la 
pressió. L'expressió per a l'energia lliure f per unitat de massa és donada per 

df = -sdT - pdv + (rv/2µ.)P":dY' . (7.16) 

La igualtat de les derivades creuades dóna en aquest cas 

(7.17) 

i per a l'energia interna es troba, aplicant u= f + Ts, 

u= Ueq - (T2 /2)[a(rv/2µ.T)/aTJiw:PV. (7.18) 

Tant en (7. l 7) com en (7. l 8), Peq i Ueq designen els valors corresponents de 
p i d'u en la teoria d'equilibri local. 

L'origen físic de les modificacions de p i u queda considerablement aclarit si 
hom té en compte les expressions de mecànica estadística per a les equacions res
pectives, segons les quals [36] 

p = nkT - (n2 /6) J dr r g2(r) (aV/ar), (7.19) 

u= (3kT/2) + (n/2) J dr g2(r) V(r). (7.20) 

Ací, k és la constant de Boltzmann, n el nombre de molècules per unitat de volum, 
V(r) el potencial d'interacció entre les molècules i g2(r) la funció de distribució 
radial. Fora d'equilibri, aquesta funció pot ésser distorsionada com a conseqüència 
del gradient de velocitats (o de temperatures), i aquest pot ésser l'origen de les 
modificacions de p i u. Aquesta observació és important, ja que enfoca l'atenció 
vers la funció de distribució radial, que és un dels objectes bàsics de la dinàmica 
molecular i que és accessible a l'experimentació mitjançant difusió de llum o de 
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neutrons. Així, a part de l'aclariment conceptual, aquest punt pot portar a un donú
ni experimental de molt interès, fms ara exclòs de la teoria. 

· La nostra teoria fenomenològica suposa que el desenvolupament de les 
funcions termodinàmiques en funció dels fluxos dissipatius és analític. Això no és 
una limitació per a la nostra teoria, sinó una conveniència, i és la hipòtesi més 
simple i més lògica per a començar. Nogensmenys, Evans i Watts [181] han estudiat 
mitjançant dinàmica molecular la funció de distribució radial i han trobat que no 
n'existeix un desenvolupament analític. Aquesta observació explica els re!lultats que 
Evans i Hanley [182-184] han obtingut per api u, també amb mètodes de dinàmica 
molecular, i que són de la forma 

P = Peq + P1 (v,T) 'YM , 

u= Ueq + u1 (v,T) "Y312 • 

(7.21) 

(7.22) 

La lletra 'Y representa el gradient de velocitat. El seu exponent 3/2 no coincideix 
amb el previst per la nostra teoria, que és 2. Aquest resultat posa de manifest l'inte
rès d'un desenvolupament de les funcions termodinàmiques que no sigui analític en 
els fluxos dissipatius. Treballs preliminars [ 177] ens permeten de suposar que aquest 
esforç pot ésser recompensat per equacions d'evolució per als fluxos dissipatius més 
generals que no les emprades fins ara, que ens permetrien incloure cues temporals 
llargues per al comportament asimptòtic, i dinàmica gaussiana per a les fases inicials 
de la relaxació dels fluxos. Això tambè ens permetria considerar termes no analítics 
en les equacions constitutives, d'acord amb els resultats de diversos autors 
[185-186]. 

Una altra evidència de l'interès del desenvolupament no analític de les funcions 
termodinàmiques ens és donada pel. co¡nportament prop del punt crític. En el ~ 
d'un flux de Couette pla, en què pv;pv = 2-y2 , i si T és proporcional av iµ n'és 
independent, (7.16) ens porta a 

P = Peq - rvµ-y2 . (7.23) 

Naturalment, la termodinàmica és incapaç de donar la forma explícita de les equa
cions d'estat, que han d'ésser obtingudes experimentalment o bé per mecànica esta
dística. La hipòtesi més simple i mínimament interessant que hom pot fer en el cas 
d'un fluid és prendre per a l'equació d'estat una equació de Van der Waals que, 
combinada amb (7.23), ens dóna (180) 

(7.24) 

Aquesta equació de Van der Waals generalitzada ens permet d'estudiar el com
portament en el punt crític fora d'equilibri. Quan s'apliquen a (7.24) les condicions 
que defineixen el punt crític, (ap/av)r =Oi (a2 p/av2 )r = O, obtenim per a la tem
peratura crítica 

(7.25) 
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en T cr és la temperatura crítica usual d'equilibri. Aquest resultat es pot comparar 
amb l'obtingut per Onuki i Kawasaki, mitjançant les teories del grup de renormalit
zació [187,188], segonslesquals 

(7.26) 

El resultat d'aquests autors ha estat comprovat experimentalment per Beyssens 
et aL [189]. En comparar (7.25) i (7.26) veiem, d'una banda, que la nostra teoria 
és capaç de preveure modificacions de la temperatura crítica fora d'equilibri, 
que estan totalment fora de l'abast de la teoria clàssica. D'altra banda, però, la 
teoria analítica és incapaç de retrobar el coeficient experimental. Observem tanma
teix que les equacions de dinàmica molecular d'Evans i Hanley (7.21) tampoc no 
porten al valor adient de l'exponent. Aquesta discrepància no pot sorprendre, ja 
que la nostra és una teoria de camp mitjà. 

vn.s. CONCLUSIONS 

La comparació amb la teoria cinètica confirma les nostres hipòtesis de partida: 
tant l'entropia com el flux d'entropia s'han de generalitzar per a incloure tots els 
fluxos dissipatius. Quant a les equacions constitutives, que són un resultat i no una 
hipòtesi de la nostra teoria, la comparació és més llarga i delicada, però igualment 
suggerent i aclaridora. Cal remarcar, però, que el concepte d'entropia de la teoria 
cinètica és global i no local, i que per tant l'existència d'una funció tal que la seva 
producció sigui localment positiva no està provada. 

La teoria macroscòpica ha estat comparada també amb les expressions micros
còpiques del desenvolupament de Chapman-Enskog, per Lebon [15], que obté un 
acord satisfactori en línies generals. Igualment, Müller [14] s'inspirà en la teoria 
cinètica per als primers desenvolupaments de la seva teoria. 

Tot i aquestes comparacions cal tenir en compte un problema bàsic que ha 
sorgit recentment en la mecànica estadística de no equilibri, i que és la divergència 
dels coeficients de segon ordre de les equacions constitutives, tant des de la formu
lació de la teoria cinètica com des de la de funcions de correlació. Fins a quin punt 
té sentit, doncs, una comparació amb la teoria cinètica si en calcular els coeficients 
aquests es fan infinits? Quina serà la solució d'aquestes divergències que semblen 
sense realitat física? Creiem que aquests punts reforcen precisament l'interès d'una 
formulació fenomenològica. 
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La mecànica estadística fora d'equilibri és un dels calJ\PS més actius de la física 
actual. És molt convenient que una teoria microscòpica tingui una base macroscò
pica amb la qual pugui comparar els seus resultats. La teoria macroscòpica indica, 
amb màxima economia d'esforç, quins resultats han d'ésser independents del 
model microscòpic particular utilitzat, i com convé orientar els experiments. 
Tanmateix, així com la termodinàmica d'equilibri ha complert a la perfecció aquest 
paper d'orientació i de síntesi de la mecànica estadística, la termodinàmica clàssica 
de processos irreversibles, limitada a primer ordre i a fenòmens lineals, no pot 
desenvolupar aquest paper, i ha estat totalment superada per les teories microscòpi
ques. És aquest buit, aquesta manca d'una teoria macroscòpica prou àmplia dels 
processos fora d'equilibri, el motor i la justificació del nostre interès en aquest camp. 

La nostra teoria aporta, com hem vist, algunes consideracions noves sobre 
l'entropia en equilibri i fora d'equilibri. Els temps de relaxació dels fluxos dissipa
tius -íntimament relacionats amb els temps de col·lisió, fonamentals en tota 
teoria microscòpica fora d'equilibri- tenen en la nostra teoria un paper predomi
nant, adequat, en la nostra opinió, a llur importància real. 

La inclusió dels temps de relaxació en l'equació termodinàmica fonamental del 
sistema -de la qual hom pot obtenir tota la informació del sistema en equilibri
modifica profundament tot l'esquema termodinàmic. Aquestes modificacions es 
poden a~par en tres punts principals: 

l) Equacions constitutives: les equacions constitutives -equacions dinàmiques- del 
sistema superen les equacions clàmques amb la inclusió de termes de segon ordre, 
tant lineals com no lineals, fonamentals en la descripció de fenòmens a freqüència 
prou elevada. 

2) Equacions d'estat: les equacions d'estat inclouen la influència dels factors 
que poden mantenir el sistema fora d'equilibri i són aptes, doncs, per a la descrip
ció d'estats estacionaris (equilibri o no) en general. Les equacions de la teoria 
clàssica, en canvi, estan limitades a estats d'equilibri. 

3) Fluctuacions de fluxos dissipatius: els resultats clàssics de les teories de fluctua
cions de fluxos dissipatius, ,entre ells l'important teorema de fluctuació-dissipació, 
una de les bases de la mecànica estadística fora d'equilibri, queden inclosos molt 
senzillament en la nostra teoria, la qual permet avaluar, a més, les correccions 
corresponents en estats estacionaris fora d'equilibri. 
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Les limitacions principals de la formulació actual de la teoria són: 
l) dinàmica exponencial: la dinàmica dels fluxos dissipatius és un dels centres 
d'interès de la mecànica estadística de no equilibri. Hom sap que en general aquesta 
dinàmica no és una simple exponencial, sinó que és més complexa. 
2) desenvolupaments anali'tics: els estudis microscòpics indiquen que no sempre 
és possible un desenvolupament de les fluctuacions termodinàmiques analític en els 
fluxos dissipatius. 

Sembla que aquestes dues limitacions estan relacionades, i una part conside
rable del nostre esforç actual és dedicada a l'intent de superar-les~ En el seu estat 
present, la nostra teoria es podria comparar, epistemològicament -i salvades les 
distàncies, és clar- amb les teories clàssiques de camp mitjà -Van der Waals, Weiss, 
Debye-Hückel, Hildebrand- de sistemes interactius. Aquestes teories ofereixen 
un model senzill i intel·ligible que inclou les característiques principals dels 
sistemes interactius -punts crítics i transicions de fase, per exemple. Tanmateix, la 
descripció que en donen no és totalment adequada des del punt de vista quantitatiu 
-per exemple, no donen els exponents crítics observats a la pràctica. Per ara, la 
nostra teoria és un model molt senzill que ens ensenya a relacionar i a plantejar 
preguntes. Encara que algunes de les qüestions tractades siguin potser exclusives del 
seu àmbit i no extrapolables a models més generals, poden constituir una guia 
d'interès en un camp encara vastament inexplorat. 

El nostre treball actual progressa al llarg de dues línies. Una d'elles és d'apro
fundiment en els principis bàsics de la teoria, tot limitant-nos al fluid simple. En 
aquesta línia, és important la connexió amb diverses teories estadístiques d'estats 
fora d'equilibri, i amb la teoria de fluctuacions hidrodinàmiques (147), de fenòmens 
crítics [148) i d'estabilitat d'aquests estats. L'altra línia és l'extensió de la teoria 
a d'altres sistemes, com per exemple conductors elèctrics [149,190], fluids binaris 
[10), medis elàstics [22,23) i fluids micropolars [150). Finalment, la formulació 
relativista de la teoria [151,152,191) es pot connectar amb teories cosmològiques, 
on els efectes dissipatius estan rebent darrerament una gran atenció, degut a desco
briments teòrics relacionats, per exemple, amb l'elevada viscositat del gas de 
neutrins. Recentment, hem descobert un precedent interessant d'algunes d'aquestes 
idees a l'obra de R.E. Nettleton [192-196). 

Durant els dos darrers anys, aquest esquema teòric ha començat a despertar un 
interès considerable a diversos països. A Itàlia, a mès dels treballs ja comentats de 
Bampi i Morro [81, 89, 153, 197), hom ha dut a terme treballs interessants sobre 
ones de xoc [198) i física de plasmes [199, 200). A Alemanya, a més de l'obra 
citada de Müller [14, 24, 31, 32), Nonnenmacher [201-202) ha estudiat la influèn
cia dels termes de relaxació en la fase inicial de la descomposició espinodal. A 
Hongria i a Polònia, Bhataccharyia [203-204) i Sieniutycz [205) han estudiat 
qüestions referents a la formulació de principis variacionals en la teoria generalit
zada. A Mèxic, el grup del professor García-Colín [206-208) ha treballat activament 
en la comparació amb la teoria cinètica. Al Canadà, Eu [209-213) treballa en teoria 
cinètica de gasos densos i de semiconductors, i Grmela [214) en la compatibilitat 
termodinàmica de l'equació d'Enskog. A Anglaterra, Simons [215) i Woods 
(216-217) han estudiat algunes relacions entre la teoria generalitzada i la mecànica 
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racional i alguns aspectes termodinàmics de la relació de dispersió de fonons. A 
Estats Units i Austràlia, Evans i Hanley [181-184) han presentat una teoria anàloga, 
basada en resultats de dinàmica molecular. A Bèlgica, Lebon [218-219) ha aprofun
dit en la relació de la nostra teoria amb la termodinàmica racional. 

L'interès per una teoria generalitzada, a vegades connectada directament amb 
la nostra i a vegades per camins independents, s'estén de mica en mica. Potser 
d'ací a alguns anys hom en pugui començar a recollir els fruits. 
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